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INTRODUCAO

Mesmo sendo escassas as fontes para o estudo das
civilizagoes antigas, existem registros datados do pe-
riodo entre 20.000 e 10.000 anos antes da era crista
que indicam o uso da contagem no continente africa-
no. No papiro de Ahmes, de aproximadamente 1.550
a.C., mensuragoes de triangulos e retangulos foram
realizadas. Do mesmo modo, na China e na India, mil
anos antes de Cristo, a Geometria também deixava
seus primeiros registros [1].

Mais recentemente, datando do século IV a.C., as
Matematicas mesopotamica e egipcia deixaram le-
gados, sendo os primeiros mais numerosos, devido
a maior facilidade de preservagao da argila que do
papiro. Esses povos realizavam calculos com medidas
de comprimentos, areas e volumes, sendo os pro-
blemas geomeétricos transformados em problemas
numericos [2]. A Matematica mesopotamica parece
ter desaparecido por volta da mesma época dos pri-
meiros registros da Matematica grega que chegaram
ate nos. Nao ha, entretanto, evidéncias seguras que
permitam estabelecer uma continuidade entre estas,
sendo mais coerente identificar a presenga de dife-
rentes praticas em locais distintos [3]. Mesmo que
a ideia de demonstrar proposi¢des descobertas de
forma intuitiva tenha aparecido nos ensinamentos de
Thales, por volta de 600 a.C., considera-se a obra
Elementos, escrita por Euclides, aproximadamente no
terceiro seculo antes da era crista, como o primeiro
passo no sentido de criar um molde dedutivo a Mate-
matica. A partir deste momento, passou-se a utilizar
enunciados geomeétricos gerais que nao envolviam
somente procedimentos de medida.

Nos Elementos (conjunto de treze livros dos quais
nao ha registros da versao original, somente edi¢des

e tradugoes tardias), as construgoes realizaveis com

régua ¢ compasso sao executadas por meio de retas ¢
circunferéncias' definidas de modo abstrato. Ressal-
ta-se que Euclides nao afirmou explicitamente, em
qualquer lugar de sua obra, que as construgoes de-
vessem ser efetuadas somente com régua e compasso
[3]. Uma das explicagoes para o uso destes instru-
mentos pode ser porque as construcoes feitas desse
modo sao mais simples ¢ ndo exigem teoria-adicional.
Apos todo o esfor¢o grego, houve uma lacuna his-
torica no desenvolvimento da Geometria, entre o
seculo 1II a.C. (quando viveu Euclides) e o século
XV da era crista (quando a Matematica voltou a se
desenvolver na Europa), que incluiu o periodo desig-
nado como Idade das Trevas. Pode-se entao estabele-
cer trés outros marcos na historia da Geometria [1],
apos o periodo centralizado na Greécia, ainda que de
forma grosseira e nao excludente: o nascimento da
Geometria analitica, no seculo XVII; a aplicagao do
calculo, com destaque para o periodo 1650-1800; e
o renascimento da Geometria pura, no seculo XIX,
caracterizado pela Geometria Descritiva de Gaspard
Monge, a Projetiva de Poncelet e a transcendéncia
para os modelos nao euclidianos de Lobachevsky,
Bolyai e Riemann.

Neste contexto, atraves da tradugao, em 1588, da Co-
lecao Matematica de Pappus, ressurgiu o interesse pelas
construgoes dos gregos, chamadas de problemas de lu-
gares geométricos. Tais construgdes foram classificadas,
pelo proprio Pappus, como: problemas planos (cons-

truidos com regua e compasso), problemas solidos

' Os termos circunferéncia e circulo aparecem em diferentes
livros de forma indistinta. Optou-se, neste texto, por denomi-
nar ‘circulo’ a por¢ao do plano limitada pela ‘circunferéncia’.
Assim, aquilo que Euclides denominava de ‘periferia do cir-
culo’ [1], € o que chamaremos de circunferéncia, ou seja, o
conjunto de pontos que esta a uma distancia dada de um ponto
denominado centro.
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(construidos por meio de conicas) e problemas li-
neares (construidos usando curvas mais gerais) [3].
De carater descritivo, esta divisao nao provem do
tempo de Euclides, estando explicitada em um dos
Comentarios de Pappus, datado do terceiro seculo da
era crista.

]é, no minimo, curioso verificar que as construgoes
geometricas tenham permanecido imunes ao tempo,
ao contrario de outros topicos da Matematica que
No

Renascimento, a Geometria ainda era o principal do-

foram sendo continuamente modificados [4].

minio da Matematica e qualquer pessoa que quisesse
aprender ciéncia precisava comegar pelos Elementos
de Euclides [3]. Mesmo sem a mesma importancia
daquela ¢época, ainda hoje as construgdes geome-
tricas realizadas por meio de régua nao graduada e
compasso sao ensinadas em aula, sobretudo na disci-
plina de Desenho Geométrico e servem de suporte
para contetudos de Geometria Descritiva e Desenho
Técnico, por exemplo.

Neste contexto evolutivo, o advento da informatica
trouxe a possibilidade de trabalhar as construgoes de
modo dinamico, permitindo que se lance um olhar
mais completo na dire¢ao dos lugares geométricos,
os quais permeiam a Geometria em suas diversas ver-
tentes. Na sequéncia, este texto procura enquadrar a
exploragao dos lugares geométricos de acordo com

uma evolugao historica que envolve ensino e pratica.

RESOLUCOES GRAFICAS
POR MEIO DE LUGARES GEOMETRICOS

Os problemas de construgdes geométricas aparecem
em diversos livros de Matematica, sobretudo naque-
les focados em Geometria e, mais especificamente,
no Desenho Geométrico. Até a década de 1960 (e
em alguns livros atuais tambem), a forma tradicional
de apresentar o contetido nas obras didaticas se dava
pelo enunciado de um problema seguido de uma se-
rie de passos que levavam a sua resolugao geomeétrica,
conforme ilustra a Fig. 1.

Apesar de levar em conta as relagdes geometricas en-
tre os elementos que constituem o problema, esta
forma de apresentar o contetido nao prioriza que o
aluno se posicione proativamente frente a situagao
dada, apenas o situa como reprodutor de uma ‘recei-
ta’ fornecida passo a passo.

O Método dos Lugares Geométricos constitui um proce-
dimento mais natural do que o método cartesiano re-

ferido anteriormente, e permite resolugées graficas

Problema 4.

Construir um triangulo conhecendo-se dois la-
dos e 0 angulo oposto a um deles.

1) Tomamos AB igual a um dos lados dados e
construimos em A o angulo dado.

2) Com centro em B e raio igual ao outro lado
dado obtemos os pontos C e C'. Temos neste
caso duas solugoes: ABC e ABC".

Fig. 1 - Passo a passo da resolugdo grafica de um problema [5].

com menor esforco, a partir da construgao de uma
figura-piloto que contempla uma das solugdes do
problema [6]. Como, tradicionalmente, em Dese-
nho Geomeétrico as duas tnicas linhas que podem ser
tragadas s3o a reta e a circunferéncia, so6 ¢ possivel
obter pontos quando as suas propriedades determi-
nam lugares geometricos [7]. Assim, faz-se uma figu-
ra-rascunho onde ¢ destacada a solugdo procurada;
pesquisam-se, nesta figura, duas propriedades desta
solugao; e constroem-se os lugares geométricos as-
sociados a cada uma das propriedades, estando a so-
lugao na sua intersegao [8]. A Fig. 2 ilustra este meto-
do, atraves da construgao de um triangulo a partir de
trés de seus elementos (lado a; mediana ma relativa
a este lado; e angulo A). Na pratica, o problema se
reduz a determinagao da posicao do vertice A.
Neste metodo, onde as propriedades dos elementos
que constituem a figura de analise sao explicitadas
por meio de sinais matematicos (segmentos con-
gruentes, angulos conhecidos, paralelismos etc.),
ao resolver um problema por meio de construgoes
geometricas nao ha necessidade de decorar sequén-

Dados: a, m, e A.
Suposto resolvide
Qa &
—_—
m
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Resolugdo: Fixamos os vértices B e C, e temos duas propriedades

para A:

| @,: A enxerga BC segundo o angulo A (LG 5).
;\p,: A dista m, do ponto médio de BC (LG 1).

S

Fig. 2 - Resolugdo grafica de um problema com base em
dois lugares geométricos: circunferéncia e arco capaz [8].
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cias de passos, mas sim de buscar as relagdes entre os
elementos que constituem a figura e determinar os
lugares geometricos que contém a solugao. Torna-se
importante, neste momento, definir o que vem a ser
um lugar geometrico.

A partir das diferentes formas como varios auto-
res expressam o conceito, pode-se dizer que lugar
geometrico ¢ um conjunto de pontos que satisfaz a
determinada propriedade, sendo que somente estes
pontos satisfazem a referida propriedade. A circun-
feréncia de centro P e raio r, por exemplo, ¢ o lugar
geometrico dos pontos que, no plano da circunferén-
cia, se situam a uma distancia r de P. Todos os pontos
do interior da circunferéncia respectiva estio mais
proximos de P e, do mesmo modo, todos os pontos
fora do interior dessa circunferéncia estao mais dis-
tantes de P. No espago, o mesmo lugar geometrico
seria uma esfera de raio r centrada em P.

Este conceito de lugar geomeétrico ¢ comumente
colocado nos livros didaticos como algo pronto e
acabado, desassociado das suas inumeras aplicagGes
e desprovido de qualquer associagao historica [9].
Uma causa disso talvez seja o fato de nao se ter nogao
clara de quando a expressao lugar geométrico come-
¢ou a ser usada. Como ‘conjunto’ e ‘propriedade’ sao
conceitos intercambiaveis, pode-se compreender um
lugar geomeétrico como qualquer conjunto de pontos
e, entdo, para os autores dos livros didaticos, uma
alternativa foi dizer que um lugar geometrico ¢ um
subconjunto do plano definido por uma propriedade
geometrica [10].

Os lugares geometricos considerados fundamentais,
na maioria dos livros, sao a circunferéncia, a media-
triz, o par de bissetrizes, o par de retas paralelas e o
par de arcos capazes. Outros, entretanto, sao usados
com bastante frequéncia em situagdes onde proble-
mas especificos sdo resolvidos.

Na secao seguinte, alguns aspectos relativos aos luga-
res geometricos serao abordados dentro de um con-
texto historico, nos diversos periodos da Geometria,
finalizando com sua representagao na atualidade, a
partir do movimento de um ponto, em software de

Geometria Dinamica.

TRAJETORIA HISTORICA
DOS LUGARES GEOMETRICOS

Ha evidéncias de que Euclides seja autor de outras
obras alem dos Elementos, abordando lugares geome-
tricos e conicas. Dos originais, porém, nao nos chegou
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nenhum manuscrito [3]. O uso dos lugares geométri-
cos remonta, portanto, e pelo menos, a este periodo.
Entretanto, como grande parte do nosso conheci-
mento sobre a Matematica grega ¢ indireto, deve-se
ter cuidado cuidado em fazer afirmagdes categoricas.
No caso dos Elementos, podem-se extrair informagoes
dos escritos de Platao e de Aristoteles, por exemplo,
alem de outras fontes posteriores, como Pappus e
Proclus, ja que desde sua escrita, os Elementos pas-
saram por reedigoes, e em diversas linguas. Nao
sabemos com precisio o que Euclides escreveu e,
comprovadamente, sua obra sofreu acréscimos, mo-
dificagdes e mutilagdes [1]. Dentro deste contexto
de incertezas, ¢ possivel que as narrativas sobre os
Elementos tenham produzido duas crengas, ambas de
inspiragao platonica: a necessidade de expor a Mate-
matica com base no método axiomatico-dedutivo e a
restri¢ao das construgdes geometricas as que podem
ser realizadas com regua e compasso [3]. A primeira
teve origem, principalmente, na obra de Proclus, fi-
losofo neoplatonico do seculoV d.C.; e a segunda, na
de Pappus, que viveu no seculo III d.C., um impor-
tante comentador dos trabalhos gregos, ambos sepa-
rados de Euclides por, pelo menos, quinhentos anos.
O fato de, nos Elementos de Euclides, as constru¢oes
serem realizadas por meio da régua e do compasso
se contrapde a outros escritos importantes da Geo-
metria grega, como os de Apolonio ou Arquimedes,
nos quais estes instrumentos nao sio enunciados
explicitamente nos preambulos, levando-nos a crer
que outros meios de construgao terao sido usados.
Como exemplo, citam-se o uso de régua graduada e
o emprego de curvas especiais geradas por se¢oes de
solidos (caso das conicas, tratadas por Pappus e Pro-
clus como lugares geometricos solidos [11]) ou por
movimentos mecanicos (caso da espiral ou de uma
balanga abstrata que Arquimedes empregava para
equilibrar figuras geomeétricas equivalentes). Estes
meétodos mecanicos estao relacionados, ao que vere-
mos mais a frente, com a possibilidade de os software
de Geometria dinamica permitirem a visualizacao da
trajetoria de um ponto que se movimenta a partir da
modifica¢ao de elementos previamente construidos.
Sob esta otica, a restri¢ao ao uso da régua e do com-
passo nao seria consequéncia de uma proibigao, mas
de uma otimizagao que visava simplificar a solugao
dos problemas de construgao [1]. A miscelanea de
tecnicas de construgdes geometricas dos gregos
foi classificada por Pappus, no seculo III d.C., nas
trés categorias ja referidas [2]: problemas planos,
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construidos com réegua e compasso; problemas soli-
dos, construidos com recurso a conicas; e problemas
lineares, construidos atraves de curvas mais gerais,
como a espiral, a quadratriz, a conchoide e a cissoide.
Os lugares geometricos eram portanto, aquela epo-
ca, associados a superficies (que podiam ser a propria
superficie ou alguma curva nela contida) [12].

Foi a tradu¢do, em 1588, da Colecao Matemadtica, de
Pappus, que fez ressurgir o interesse pelas constru-
¢oes dos gregos. Nesta ¢poca despontaram diversos
trabalhos, a partir da introdugao do simbolismo al-
gebrico, como os de Victe sobre a arte analitica, que
disseminou um novo modo de resolver problemas
geometricos por meio da Algebra. Também os pro-
cedimentos de Arquimedes, que contrastam com o
tipo de pesquisa caracteristico de Euclides e de Apo-
lonio, s6 encontrariam seguidores por volta dos se-
culos XVI e XVII [3].

Foi em 1637 que Fermat anunciou seu trabalho Intro-
dugdo aos Lugares Geométricos Planos e Solidos, a0 mes-
mo tempo em que surgiram as provas do livro Dis-
curso do Método de Descartes, contendo A Geometria.
Ambos haviam estabelecido, nesses textos, técnicas
semelhantes para tratar problemas de lugares geome-
tricos de modo algebrico. Em seguida, Fermat pas-
sou a estudar as equagdes e segundo grau. Para cada
caso, tratou de mostrar que o lugar geomeétrico dos
pontos que satisfazem a equagao ¢ um circulo ou uma
conica.

O meétodo de Descartes de associar a Algebra ea
Geometria permitiu que todas as curvas da Matema-
tica grega fossem descritas de modo simples e con-
ciso por meio de simples equagbes entre suas coor-
denadas. Esta dualidade permite, por exemplo, que
uma parabola possa ser compreendida como o lugar
geometrico dos pontos que estdo a mesma distancia
de uma reta (diretriz d) e de um ponto (P) dados. A
Fig. 3 ilustra a obtengao de um destes pontos (M),
que ¢ centro da circunferéncia que tangencia a dire-
triz d e passa por P. A Fig, 4 apresenta o lugar geome-
trico destes pontos.

Deste modo, a Geometria analitica, como a conhe-
cemos atualmente, consiste em duas associagoes re-
ciprocas: (i) dado um lugar geométrico, encontrar
a equagdo que seus pontos satisfazem; e (i) dada
uma equagao, encontrar o lugar geometrico dos
pontos que a satisfazem. Descartes estudou o pro-
blema de acordo com a primeira associagao, mas
Fermat foi pioneiro em atacar o problema atraves

da segunda [1].
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Fig. 3 - M ¢ um dos pontos do plano que se situam
a igual distancia do ponto P e da reta d.
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Fig. 4 - A parabola representada ¢ o lugar geometrico
dos pontos do plano que se situam a igual distancia
do ponto P e dareta d

A Matematica evoluiu muito nesta época em campos
que outrora estavam ainda em estagio embrionario:
entra em cena o conceito de funcio, nasce o calculo
diferencial e integral, desenvolve-se a analise.

A Geometria das construcdes, baseada no uso de ré-
gua e compasso, acabou por se tornar um campo com
mais afinidade a Geometria Descritiva, criada por
Monge. Esta tem por finalidade representar no plano
as figuras do espago, de modo a permitir estudar suas
propriedades e resolver os problemas relativos as
mesmas, com base no sistema de projegao cilindrica
ortogonal. E neste contexto que, por muitos anos, os
instrumentos usados pelos desenhistas, como a regua
e 0 compasso, deram suporte a representagao de for-
mas e a resolugao grafica de problemas.
Encontram-se ai, mais uma vez, as construgdes geo-
metricas com recurso a lugares geometricos. Por
meio da superficie conica (considerada como o lugar



geometrico das retas que contém um mesmo ponto
¢ definem um angulo constante com determinado
plano), ou mesmo da superficie cilindrica, diversos
problemas de Geometria Descritiva podem ser re-
solvidos, inclusive alguns de grande ordem de com-
plexidade, por envolverem superficies curvas como
paraboloides de revolugao [13].

Descartes defendia que nao haveria razao para excluir
curvas construidas por outras maquinas tao acuradas
quanto a régua e 0 compasso, e parece que estava
certo. Chegamos a um tempo em que os computa-
dores permitem tragados de figuras com resultados
muito superiores aqueles feitos a mao. E os lugares
geomeétricos, neste universo da informatica, tambem
receberam atengao especial.

O software Cabri-Géométre II, por exemplo, tem uma
ferramenta denominada ‘Lugar Geomeétrico’, capaz
de criar um conjunto de objetos definidos pelo mo-
vimento de um ponto ao longo de uma trajetoria,
sendo a figura recalculada, cada vez que um dos ob-
jetos de base ¢ modificado [14]. A Fig. 4 ilustra o uso
desta ferramenta. O Geometer’s Sketchpad traz, em seu
manual [15], a defini¢ao de lugar geometrico como
sendo o conjunto de todas as possiveis posi¢oes de
algum objeto que satisfaz uma condigao especifica,
apresentando procedimento dinamico semelhan-
te aquele do Cabri-Géométre II. Estes procedimentos
podem ser compreendidos como forma de visuali-
zar uma funcao abstrata ou, alternativamente, uma
amostra animada de pontos com determinada tra-
jetoria. Tal entendimento ja havia sido definido, em
1948, conforme ilustra a Fig. 5.

Citaram-se, acima, apenas dois ambientes de Geo-
metria dinamica, porém outros mais existem, cada
um com suas potencialidades. No que tange a forma
de propiciarem a seus usuarios a possibilidade de
visualizagdo dinamica, tém-se mostrado muito
uteis no ensino, na pre-visualizagdo de conjectu-
ras e na resolugdo de problemas graficos, se dis-
tanciando enormemente do tempo em que os alu-
nos meramente reproduziam construgdes passo
a passo conforme receitas apresentadas em livros
didaticos.
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: 21\-— Lugar geométmco. LUGAR GEOMETRICO GOMO TRAJE-
TORIA. Consideremos um ponto M que se move. Como ja sa-
bemos, ésse ponto descreve uma linha cuja forma depende das
condxgoes sob as quais o ponto se desloca |

Chama-se lugar geomémco de um ponto, que pode ocupaz'

luma mfmzdade ‘de posicoes, a flgzua /ormada pelo con]untOv
idessas posigaes. - ; : T T

e ]

Fig. 5 - Lugar geométrico como trajetoria [9, 16].

CONSIDERACOES FINAIS
Este texto se propos a langar um olhar sobre os lu-
gares geometricos, nao sob a otica de sua utilidade
contemporanea na resolugao de problemas, mas bus-
cando apresentar elementos que auxiliem os leitores
a compreender seu papel no contexto da evolugao da
Matematica.
Na Grecia antiga, enquanto os problemas lidavam
com construgdes e transformagoes das figuras geo-
meétricas, os teoremas enunciavam e demonstravam
propriedades inerentes a estas figuras. Para estabe-
lecer tais provas, os lugares geomeétricos, mesmo
nao sendo assim chamados aquela época, foram fun-
damentais. O mundo ocidental, apos o periodo das
trevas, voltou a contribuir significativamente com o
desenvolvimento da Matematica a partir da tradugao
de obras que somente outras culturas haviam preser-
vado. Os lugares geométricos, neste ressurgimento,
dividiram com a Geometria analitica e outros cam-
pos da Matematica um espago que, no longinquo pas-
sado, lhes coubera. Acabaram perdendo espago fren-
te as mudangas, mas nao ficaram relegados a segundo
e terceiro planos porque o mundo se deu conta da
importancia das representagdes graficas, atraves da
Geometria Descritiva e da Geometria Projetiva.
Com o grande desenvolvimento da informatica, na
segunda metade do seculo XX, os lugares geometri-
cos passaram a ser integrados em software de Geo-
metria dinamica, o que contribuiu, de forma inques-
tionavel, para a renovagao do ensino da Geometria
como um todo. Cremos que este ¢ seu lugar no pre-
sente: o de serem usados de forma colaborativa com
as areas afins.

Gilson Braviano

Junho de 2015
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