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SOBRE TANGENTES
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Resumo: Este artigo vai estudar as constru¢cbes das tangentes, em
particular, as tangéncias as curvas de circunferéncias passando por um
ponto fixo exterior a curva e incidente ao plano da curva, utilizando apenas
0s instrumentos régua e compasso. Serdo abordadas formas distintas de
construgao, ora utilizando ambos os instrumentos, ora utilizando apenas o
compasso e ora utilizando apenas a régua. O assunto é enriquecedor ao
estudante & medida que o conduz as buscas de solugdes légico-dedutivas,
gue sado o grande ganho da disciplina de Desenho Geométrico. Ao final,
apresenta-se o eclipse solar como um exemplo de aplicacdo pratica de
tangéncia. E, neste caso, utilizando-se de uma constru¢do de Jean-Victor
Poncelet para transformar uma reta tangente a duas circunferéncias em
um problema mais simples, ou seja, tangéncia a circunferéncia tracada de
um ponto fixo exterior & curva e incidente ao plano da curva.

Palavras-chave: tangéncias a circunferéncia de circulo, geometria
projetiva, geometria de inversao, transformacdes pontuais, isometrias.

Résumé: Dans cet article, on va étudier les constructions des tangentes,
en particulier les tangences a la circonférence des courbes passant par un
point fixe a I'extérieur de la courbe en utilisant seulement la régle et le
compas. Nous aborderons les différentes facons de construction en
utilisant les deux instruments, ensuite en utilisant uniquement le compas, et
enfin en utilisant seulement la régle. Nous verrons que le sujet est
enrichissant a I'étudiant dans la mesure ou il le conduit a la recherche des
solutions logiques déductives qui sont le grand gain de la discipline de
dessin géométrique. A la fin de cet article, on va présenter 'éclipse solaire
comme um exemple d’application pratique de tangence. Et dans ce cas,
nous utiliserons une construction de Jean-Victor Poncelet, pour transformer
une droite tangente a deux circonférences en un probléme plus simple,
c’est a dire la tangente a la circonférence tracée a partir d'un point fixe a
I'extérieur de la courbe e incident au plan de la courbe.

Mots-clés: tangence a la circonférence de cercle, géométrie projective,
géométrie d'inversion, transformations ponctuelles, isometries.
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1 Introducéo

O que retas tangentes as circunferéncias de circulos tém a ver com eclipses? Dada
uma circunferéncia de circulo e um ponto exterior a esta curva, incidente ao plano da
curva, como determinar as retas tangentes a curva passando pelo ponto dado? Estas
questdes foram levantadas em uma conversa informal nos corredores do CApUFRJ*
com o prof. Fernando Villar®. Isso ensejou, no Dia da Matematica, uma apresentacéo,
aos alunos do CApUFRJ, de construgcbes geométricas com o uso de régua e
compasso, assunto pertinente a disciplina de Desenho Geométrico, e uma frutifera
discussé&o com meus dois monitores, que ora sao coautores deste artigo.

Uma constatacdo sobre a disciplina de Desenho Geométrico nas escolas que
ministram tal assunto é citada por Carvalho (1986):

Infelizmente o desenho geométrico nem sempre € lecionado como
deve. Apresenta-se inopinada, pura e simplesmente ao aluno, uma
série de construcdes graficas — na maioria dos casos complexas — de
indole geométrica, silenciando-se sobre as raz8es matematicas que
Ihe estruturam a forma, sobre a sua existéncia na Natureza, ou sobre
a sua utilizagédo pelo Homem. (CARVALHO, 1986, Introdug&o)

Percebe-se, pelo que o autor diz que nado faz sentido algum apresentar
construcdes gréaficas aos estudantes se essa apresentacdo nédo for embasada por uma
explicacdo matematica. Com base neste espirito € que surge este artigo, dando
aplicabilidade ao aprendizado da construcéo de tangéncia sem, contudo, afastar-se da
justificativa matemética de tal construcdo, procurando-se, sempre que possivel,
apresentar as relaces que justificam tais construcoes.

Com a mesma linha de pensamento, os autores Coxeter e Greitzer (1967)
discorrem sobre a pouca relevancia que a disciplina Desenho Geométrico tem tido nos
curriculos das escolas, o que se reflete na maneira como os educadores lecionam a
disciplina.

[...]- Talvez o status inferior da geometria no curriculo escolar resulte
de uma falta de familiaridade por parte dos educadores com a

natureza da geometria e com 0S avangos que ocorreram no seu
desenvolvimento.[...] (COXETER; GREITZER, 1967, p. xi, tradugdo

nossa)

A disciplina de Desenho Geomeétrico é a introdug&o ao curso de Desenho aplicado

em Varios ramos profissionais. E notério que o estudo desta disciplina desperta certa

* Colégio de Aplicacdo da Universidade Federal do Rio de Janeiro.

® Fernando Celso Villar Marinho, Prof. Dr. do CApUFRJ.

® «perhaps the inferior status of geometry in the school curriculum stems from a lack of
familiarity on the part of educators with the nature of geometry and with advances that have
taken place in its development”.
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coeréncia légica, que induz ao raciocinio abstrato, o que é desejavel em um
desenvolvimento légico. Concordamos com a citacdo de Carvalho (1986) em uma
passagem que gostariamos de compartilhar com nossos leitores.

lludem-se aqueles que pensam ser possivel fixar em alguém, uma
construgdo geométrica menos vulgar, sem explicacbes e
comentarios, despida de motivacao, desprovida de uma sucessao de
principios, conclusdes e definigdes, capazes de revelar a razao de ser
de cada trecho do desenho, de cada fase da construcdo, de cada
linha e até mesmo de cada ponto que nasce no papel. (CARVALHO,
1986, Introducéo)

Um dos objetivos deste artigo, além de trazer uma solugdo a um determinado
problema, uma aplicacao pratica, €, sobretudo, apresentar aos seus leitores a beleza e
0 raciocinio logico-abstrato por tras de um problema pratico de construgéo e, assim,
mostrar a importancia da disciplina Desenho Geométrico nos curriculos escolares,
guando da formacédo do cidadéo reflexivo e independente. Neste artigo, iniciaremos
definindo circunferéncia de circulo em um Plano Euclidiano com pontos ao infinito.
Elencaremos sete formas distintas de tracar a reta tangente a uma circunferéncia de
circulo por um ponto exterior a esta curva e incidente ao mesmo plano. Nestas
construgdes nos permitiremos usar os instrumentos da geometria de Euclides: régua e
compasso, com excecao das duas ultimas construgdes, que faremos ou apenas com a
régua ou apenas com o compasso. A partir deste ponto, o0 artigo esta organizado da
seguinte forma: Sec¢do 2 - DefinicAo de circunferéncia de circulo em um plano
euclidiano estendido, ou seja, com pontos ao infinito; na verdade, estamos sobre o
plano projetivo; Sec¢do 3 - Construgdo com auxilio do arco-capaz de 90°;, Secéo 4 -
Construcdo através da poténcia de ponto e da média geométrica; Secdo 5 -
Construcdo através da congruéncia de triangulo; Secédo 6 - Construcdo por meio da
homotetia; Secdo 7 - Construcdo através da simetria axial ou reflexdo; Secédo 8 -
Construcéo utilizando apenas a régua; Secdo 9 - Construcdo utilizando apenas o
compasso; Secdo 10 - Solugéo engenhosa de Poncelet’ ao abordar a construcéo, com
régua e compasso, da tangente a duas circunferéncias; Se¢édo 11 - Como o estudante
pode aplicar tais conhecimentos ao eclipse solar; e Secéo 12 - Consideragdes finais.

A discusséao sobre a tangéncia a curva de circunferéncia de circulo a partir da qual
elaboramos esta introducéio, surgiu apés o professor Beto Pimentel® da disciplina de

Fisica do CApUFRJ entregar-nos uma copia de prova que havia aplicado a seus

’ Jean-Victor Poncelet (1788-1867), matematico francés, que publicou o Traité des propriétés
Erojectives des figures em 1822, marco historiografico sobre geometria projetiva.
Roberto Affonso Pimentel Junior, prof. Dr. do CApUFRJ.
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estudantes sobre a questdo dos fendbmenos astrondmicos - neste caso, sobre os
eclipses. Logo, iniciamos uma conversa, Prof. Beto, Prof. Fernando e eu, sobre a
linearidade do percurso do feixe de luz e a possibilidade de se resolver a questdo
apenas com o auxilio de instrumentos muito simples, tais como régua e compasso. O
problema, conforme a Fig.1, solicitava ao estudante identificar qual fenébmeno estaria
observando um individuo situado em determinado local do planeta Terra, dado que o

Sol e a Lua estavam em colinearidade® com a Terra.

I'ERRA

Figura 1 - Questso da prova'®

“Qual fenémeno os individuos 4, B, C podem observar no céu?"!

2 Definicdo de circunferéncia de circulo®?

Em geometria plana, circunferéncia é uma linha curva, fechada, cujos pontos sao
equidistantes de um ponto fixo denominado centro desta curva fechada, uma distancia

fixada denominada raio.

No plano euclidiano, ndo estdo definidos os pontos no infinito, porém para o
desenvolvimento do nosso trabalho precisamos de um plano com esses pontos.

Assim, pretendemos trabalhar com o plano euclidiano estendido, ou seja, o plano

® Colinearidade refere-se ao alinhamento de pontos. Usamos aqui no sentido de conjuncao dos
astros, pois estamos tratando o problema estereométrico de forma planimétrica.

1% Todas as construcdes geométricas deste artigo foram realizadas pelos autores com o
software de geometria dindmica Geogebra.

1 Adaptado da questado da 22 série do E.M. do CApUFRJ — Fisica — prof. Beto Pimentel.

120 circulo é uma superficie e a circunferéncia de circulo é uma linha fronteira ao circulo.
Neste artigo usaremos circunferéncia, ao invés de circunferéncia de circulo, sempre que néo
restarem duavidas.
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projetivo’®. Neste plano, todas as retas coplanares s&do concorrentes e podemos
conjecturar, pela definicho acima mencionada, que a distancia fixada para o raio pode

ser nula, finita ou infinita. Vejamos como define Carvalho (1986):

Sendo o ponto & de um plano, o vértice de um feixe de semirretas, ao

conjunto dos pontos destas semirretas, que estdo a uma distancia de
0, denomina-se circunferéncia.

O vértice @ do feixe denomina-se centro da circunferéncia.

Os segmentos de reta cujos extremos sdo o centro e um ponto da
circunferéncia sdo chamados raios. (CARVALHO, 1986, p.28)

\/2
I

Figura 2 - Feixe de semirretas de mesma origem - ponto O

Por esta definicdo, fica claro que a circunferéncia de circulo pode ser entendida
como um lugar geométrico™ dos pontos equidistantes de um ponto fixo, denominado
centro, uma distancia fixada, denominada raio. Assim, é razoavel pensar que essa
distancia raio é variavel, e se acrescentarmos ao plano euclidiano os pontos no infinito,

podemos escrever: 0 =r < cpur—co, Ou seja, 0 raio pode ser nulo, finito ou

tender ao infinito. Sendo nulo, a circunferéncia degenera, tornando-se um ponto;
sendo finito, teremos a circunferéncia comumente conhecida; tendendo ao infinito, a

circunferéncia degenera, tornando-se uma reta, conforme a Fig.3.

B3 Ver (OGILVY, 1969, p.5)
1 Lugar Geométrico (L.G.) &, por definicdo, um conjunto de pontos, no plano ou no espaco, que
possuem propriedades Unicas e exclusivas.
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Flgura3 - CL{DL:?" = ':I:], C!{D! —* DC: r— 'x:l e C:{D:: o= 'x:l

3 Construcdo com auxilio do arco-capaz de 90°

3.1 Tangentes a circunferéncia passando por um ponto exterior e

coplanar a curva

Dada uma curva no plano, que neste caso € uma circunferéncia €{0;r) e um ponto P
exterior, coplanar a curva, deseja-se tragar a tangente a curva passando pelo ponto P

dado.

Toda reta cuja distancia ao centro do circulo seja igual ao raio, s6 tem
um ponto comum com a circunferéncia, sendo por isto uma tangente,
e consequentemente € a perpendicular ao raio que passa por este
ponto de contato. (CARVALHO, 1986, p.30)

A tangente a curva é, portanto, perpendicular & normal™ desta curva no ponto de

tangéncia. “A perpendicular a uma tangente num ponto T de contato é a normal a

circunferéncia neste ponto e coincide com o0 raio que passa por este mesmo ponto”
(CARVALHO, 1986, p. 30).
A Figura 4 apresenta um esboco da situagdo solucionada.

> Normal de uma curva é a reta perpendicular & tangente no ponto de tangéncia a essa curva e
gue contém o centro da curva.
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Figura 4 - Tangente PT, a curva C perpendicular & normal @T, no ponto de tangéncia T,

Observe que o triangulo PT, O é retdngulo em T; . Assim, existe uma circunferéncia
de diametro PO que contera o ponto T;, pois o0 angulo T, sera um angulo inscrito na
circunferéncia cujo diametro é PO. Logo, como o angulo inscrito mede a metade do
arco que compreende, o angulo T, medira 90%. Assim, estamos diante de um L.G.

denominado arco-capaz de 90°,

3.2 Arco capaz de 90°

Definimos arco-capaz de 90° como Carvalho (1986):

O lugar geométrico dos pontos dos quais se vé um segmento

segundo um angulo dado é constituido por dois arcos capazes do
referido angulo e que subtende ao segmento dado.

[-.]

O lugar geométrico dos vértices de todos os tridngulos que tém base
comum e angulo oposto esta formado pelos arcos capazes do angulo
descritos sobre a base (CARVALHO, 1986, p. 62).

Vejamos a construcéo: trace o segmento PO e através da mediatriz determine o
ponto médio M do segmento. Trace a circunferéncia C,(M; M0O). A interseccdo das

circunferéncias nos daré os pontos de tangéncia, ou seja, C; N €; = {T;,T>}.
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Figura 5 - Par de arcos capazes de 90°

C, é o par de arcos capazes de 90°. Esta construcdo € comumente encontrada

nos livros didaticos editados no Brasil.
Nas construcbes das tangentes, neste artigo, devemos ter sempre em vista as
Figuras 4 e 5.

4 Construcédo através da poténcia de ponto e da média geométrica
Dada uma curva no plano que, neste caso, é uma circunferéncia C{(Q;+) e um ponto P

exterior, coplanar a curva. A poténcia de P em relagdo a circunferéncia C(0;r) é

definida como:

Chama-se poténcia de um ponto em relacdo a um circulo ao produto
das distancias deste ponto, aos dois pontos de intercep¢do de uma
secante orientada e que passa por aquele ponto. (CARVALHO, 1986,
p. 39)

E denotada por: Potz P. Assim, construindo as secantes a circunferéncia verificamos,

conforme a Fig.6, a poténcia do ponto P.
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4.1 Poténcia de ponto em relagdo a uma circunferéncia

Se o prolongamento de duas cordas AB e CD de uma circunferéncia concorre em um
ponto P exterior a essa curva, o produto PA X PE é igual a PC X PD. Pois, AC e BD s&o
retas antiparalelas™ em relacdo a PA e PC. Logo, os éangulos PAC e PDB sdo

congruentes e podemos escrever que PA X PB = PC X PD, conforme a Fig.7.

Figura 7 - AC e ED antiparalelas em relagéo a PA e PC

4.1.1 Retas antiparalelas®’

Seja um angulo p0q e sejam duas retas r e t coplanares com o angulo. Se suas
semirretas p e g (lados do angulo) séo tais que o angulo que a reta + forma com p é o

mesmo angulo que a reta ¢ forma com g, as retas r e t sdo ditas antiparalelas.

Figura 8 - r e t antiparalelas em relacdo as semirretas do angulo p0g.

'8 Definigéio no 4.1.1.

" para melhor entendimento, ver MORGADO A.C; WAGNER, E; JORGE, M. Geometria Il,
1974, p.49.
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Retas antiparalelas formam triangulos semelhantes.

Figura9- A AFC = A BFD

Logo, temos: K _ & L, paxPB= PCXPD. Observe que o angulo PCA é
BD BB BD

congruente ao angulo PED e como 0 angulo ACD é suplementar, o quadrilatero ABDC

é inscritivel em uma circunferéncia’®. Assim, temos exatamente a ideia de poténcia
definida no 4.1.

4.2 Média geométrica

s

Na Fig.10, verificamos que o segmento P'T' é a média geométrica de

P'A" X P'B'. Observe que o triangulo P'T'E’ é reto em T' e que P'T' é um cateto no qual

s

sua projecdo sobre a hipotenusa P'E' é P'A'. As relagbes métricas no tridngulo

retangulo nos dizem: P'T'2=P'A' X P'B'= P'T'= P'A' X P'B".
Logo, para determinarmos o ponto T; na circunferéncia C,, basta resolver a seguinte
equacao:

PT, = PA x PB - PT, = PAx PB,

18 “Um guadrilatero convexo é inscritivel se, e somente se, seus angulos opostos forem

suplementares” (MORGADO, A.C.; WAGNER, E; JORGE, M. 2009, p. 67)
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Calcula-se a média geométrica de PA x PB determinando a distancia PT,. Com
esta medida, traca-se uma circunferéncia de centro em P e raio m{PT, ) = :rnl[P“T“ },

€, (P; PTy), obtendo-se, na interseccdo das duas circunferéncias, os pontos de

tangéncia, C, n €, = {7}, T>}.

Figura 10 - Obtencéo dos pontos T; e T;, por poténcia de ponto e média geométrica

5 Construcao através da congruéncia de triangulo

Observe o tridangulo PT; @, veja que é retangulo em T;. Neste tridngulo conhecemos as
distancias PO e T, 0 (raio). Assim, podemos determinar, por construcéo, este triangulo
e obtermos a distancia PT,. Ap6s essa obtencdo, faremos a construcdo de uma
circunferéncia de centro P e raio PT, circunferéncia C5(P; PTy). A interseccdo das
duas circunferéncias nos dara os pontos de tangéncia: €, n €, = {T},T>}.

A construcdo, conforme a Fig. 11 (desenho a direita), resume-se em concorrer

perpendicularmente duas retas quaisquer e denominar o ponto de interseccdo por T'y.
Em seguida, transferir a distancia 0T, (raio) a uma das retas perpendiculares, obtendo

o ponto 0'y. Tracar a circunferéncia (0';; OP), determinando o ponto P'; na outra
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perpendicular. Obtemos a distancia T',P';,que é a distancia procurada PT;.
Construimos entdo, a circunferéncia C,(P; PT, ) e encontramos na interseccéo de 5 e

C, os pontos de tangéncia procurados, ou seja, £, N C; = {7}, T> 1.

Figura 11 - Obtencéo dos pontos T; e T-, por semelhanca de triangulos

6 Construcdo por meio da homotetia

A homotetia & uma transformagdo geométrica — também denominada de

transformacédo pontual.

Duas figuras F e F sdo transformadas por homotetia quando se

correspondem ponto a ponto e tal que:

- Pares de pontos homoélogos estdo alinhados com um ponto fixo,
chamado centro de homotetia;

- A razao das distancias de pares de pontos homélogos ao centro de
homotetia é constante — e chamada de raz&o de homotetia.

Indicaremos: F t, (H:K)F— lendo-se - F é transformada por

homotetia de centro H e razdo K de F (CALFA; ALMEIDA,

BARBOSA, 1995, p. 261).

Neste problema, o centro de homotetia € o centro da circunferéncia, ponto 0. A razdo

K de ampliac&o é fator tal que: C5 ty (0; K Cy.
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Figura 12 - Obtencéo do ponto T por homotetia

A construgéo:

Tracar a reta t pelos pontos P e O de tal forma que uma interseccdo da reta t com a
circunferéncia €, seja o ponto R;. Pelo ponto R, traca-se a reta r perpendicular a t.
Com centro em O e raio 0P, constroi-se a circunferéncia C,. A interseccdo da reta r
com a circunferéncia €, sdo os pontos @, e ;. Traca-se a semirreta m de origem O e
passando por @,. A interseccao da semirreta m com a circunferéncia C; é o ponto T,
ou seja, o0 ponto de tangéncia. A reta tangente é a reta definida pelos pontos F e T.

A razao pela qual o ponto T é o0 ponto de tangéncia apoia-se no fato de que os
triangulos PTO e Q,R0O sdo congruentes pelo caso LAL, sendo m{OR)= m(0T), o
angulo O comum aos dois triangulos e m(0P) = m(0Q,). Assim, como m{ﬁj =90°,
conclui-se que 111{25':5 = 90", Portanto, seus lados sdo perpendiculares dois a dois, ou
seja, Ei PT. Melhor dizendo: Eé a normal & PT no ponto T, logo T é o ponto de
tangéncia.

7 Construgéo atraves da simetria axial ou reflex&o

Nesta construgdo faremos uma transformacdo geométrica de reflexdo ou simetria

axial.
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Duas figuras F e F sdo transformadas por simetria em relagdo a uma

reta, quando se correspondem ponto a ponto e tal que a reta é
mediatriz de todos os segmentos que unem dois pontos homologos
na transformacao.

A reta é, entdo, denominada eixo de simetria e a simetria axial.

Indicagdo: Ft,,., F— lendo-se - F é transformada por simetria em

relacdo ao eixo e da figura F. (CALFA; ALMEIDA; BARBOSA, 1995,

p. 194)

Figura 13 - Obtencéo dos pontos T por simetria axial ou reflexao

Para construir o transformado do ponto O por simetria em relagcéo a tangente (eixo

de simetria), faz-se o seguinte: como, por definicdo, a reta tangente (eixo de simetria)

deve ser a mediatriz do segmento definido pelo ponto @ e seu transformado @y, traca-
se por O a perpendicular a tangente. Mas, como nao temos o0 eixo, que é a reta
tangente, pois é o que buscamos, determinaremos o transformado de O por outros
meios e, ao tracarmos o segmento 00;, determinamos, na interseccdo com a
circunferéncia €y, o ponto T de tangéncia, ou seja, m n ¢, = {T}. Observe na Fig.13
gue o ponto @, é o ponto de interseccdo da circunferéncia C,(0;2r), onde 2r é o

dobro do raio de €;, com a circunferéncia C5(P; OP). Ou seja, C; N C3= {0,,0,}.
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Construcdo: Traca-se C,(0;2r) e C3(P; OP). Uma das intersec¢des nos dara o
ponto @, pelo qual tracamos o segmento 0; 0 e obtemos o ponto T na intersec¢ao

com Cy,ouseja, @0, n C; = {T}.

8 Construcéo utilizando apenas a régua

Nés utilizaremos aqui a geometria projetiva, que € demarcada na historicidade pelo
belo trabalho de Poncelet. “Na geometria Euclidiana, construgdes sao feitas com régua
e compasso. Na geometria projetiva € mais simples: a construcdo requer apenas a
régua™® (COXETER, 1974, prefécio, traducdo nossa).
A construcdo, em geometria projetiva, permite-nos fazé-la em qualquer cbnica, de tal
forma que podemos buscar uma solugdo em uma figura menos complexa. Segundo
Poncelet (1862):
Permite concluir que se a figura dada goza de uma determinada
propriedade, a projecdo desta figura deve gozar da mesma
propriedade [...]
Uma figura dada se quer procurar quais sao as propriedades que ela
goza, nés examinaremos se ela pode ser projetada sob uma figura
mais simples®® (PONCELET, 1862, p.378, traduc&o nossa).

Na geometria projetiva, a circunferéncia é a representacdo mais simples das
curvas conicas (elipse, hipérbole e parabola). Desta forma, resolver um problema em
qgualguer uma das conicas € resolvé-la na circunferéncia e, por transformacédo
projetiva, levar a solucdo a conica. A resolucdo inicia-se tragcando duas secantes a

circunferéncia passando pelo ponto P exterior. Assim, determinam-se na
circunferéncia quatro pontos e, portanto, um quadrilatero AECD inscrito ou um
quadrangulo AECD inscrito.

Antes de resolver o problema iremos introduzir um conceito novo: Quadrangulo

Completo.

% In Euclidean geometry, constructions are made with the ruler and compass. Projective
eometry is simpler: its constructions require only the ruler.

%l est permis de concluere, en general, que, si la figure donnée jouit d’'une certaine propriété

de position, la projection de cette figure doit de la méme propriété (...)

Une figure donnée, si 'on rechercher sont les propriétés de position don’t elle jouit, on examiner

si elle peut étre projetée suivant une figure plus simple”.

68

¥l

Vol. 6, N°. 1, 2018, ISSN 2318-7492

%



Revista Brasileira de b

Expressao Grafica

8.1 Quadrangulo Completo

O quadrangulo completo possui seis lados. Assim, no quadrildtero AECD formado

pelos quatro pontos das duas secantes a circunferéncia temos os lados:

AB,BC,CD,DA,AC e BD, ou seja, as diagonais sdo contadas como lados. Os lados

prolongados determinam, dois a dois, um ponto de interseccdo. Logo, O
prolongamento dos lados AB e CD determina o ponto P (que é exatamente a origem

das secantes, denominado polo da reta E), 0 prolongamento dos lados
BC e DA determina, na intersecgao, o ponto ¢ (denominado polo da reta PI) e os lados
AC e BD, as diagonais, intersectam-se no ponto I, denominado polo da reta '@
~ s —3 —F A ~
Portanto, temos trés retas: P@, Pl e 1. Estas retas formam o triangulo polar e sé&o
retas polares dos pontos pelos quais ndo incidem, ou seja, a reta PI é polar do ponto

@, a reta '@ € polar do ponto I e a reta E € polar do ponto P. A importancia destes

entes € que se tem aqui uma invariancia na relacdo polo/polar, qualquer que seja a
alteracdo feita na figura ou em sua projecédo. Por exemplo, se a circunferéncia for

deformada em uma conica qualquer a relacéo polo/polar permanece invariante.

Figura 14 - Quadrangulo completo
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As retas polares intersectam as conicas, neste caso, a circunferéncia, no ponto de

. — . - ~ - A~ . .
tangéncia®. Portanto, a reta IQ determina na interse¢do com a circunferéncia os dois

pontos de tangéncia, ou seja, Fj n ¢, = {7, T>} (ver Fig.15).

Figura 15 - Obtencao dos pontos T, e T, apenas com régua

9 Construcéo utilizando apenas o compasso

E razoavel pensar que, se nos é permitida a utilizagdo de uma variedade maior de
instrumentos, poderemos resolver uma cole¢do maior de problemas de construcdo. Ao
contrério, a restricdo de instrumentos nos conduz a quantidades menores de solugdes.
Entretanto, é surpreendente que restringindo as constru¢gées somente ao compasso, 0
matematico italiano Lorenzo Mascheroni DellOmo? (1750-1800) tenha chegado a

seguinte concluséo:

[...] podemos encontrar apenas com o0 compasso todos os pontos de
Euclides e que os outros autores de geometria elementar, ensinam a
encontrar com a ajuda de régua e compasso juntos (DELL'OMO,
1798, prefacio xxj, traducdo nossa)®.

2 Os dois pontos de intersecéo da reta polar com a conica acrescidos dos outros dois pontos,
polos respectivos das outras duas retas polares, estdo distribuidos em uma divisdo harménica,
ou seja, o feixe das quatro semirretas de origem em um polo divide a reta polar
harmonicamente se passar pelos quatro pontos seguintes da reta polar: os outros dois polos do
tridngulo polar e a interseccéo da reta polar com a cénica.

*2 Matematico e poeta italiano, publicou a obra: La Geometria del Compasso em 1797.
Utilizamos neste artigo a tradugéo francesa, Géométrie du Compas, de 1798.

23 [...] “on peut trouver avec le compas seul tous les points qu'Euclide et les autres auteurs de
géométrie élémentaire, enseignent a trouver avec le secours de la régle et du compas réunis”.
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Nesta geometria, denominada geometria do compasso, as retas serdo entendidas
pela definicdo: dois pontos distintos determinam uma Unica reta. Ou seja, ndo seréo
tracadas as retas, apenas visualizadas.

“‘Eu chamo de Geometria do compasso, esta que, por meio do
compasso apenas, e sem 0 recurso da régua, determina a posi¢ao
dos pontos” (DELL'OMO, 1798, p. 1, traduc&o nossa)*.

Na referida obra, percebe-se que o autor, por mais que seus estudos estejam
voltados para constru¢cdes geométricas, ndo abandona em um sé momento o rigor
matematico que lhe permite a garantia da veracidade das constru¢des, sobretudo, o
rigor axiomatico herdado dos gregos.

Para entendimento da solucdo precisamos rever o assunto de semelhanca de

triangulos.

9.1 Semelhanca de triangulos

Se dois triangulos s&o semelhantes, entdo, segundo Barbosa (2006):

Diremos que dois triangulos sdo semelhantes se for possivel
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de
modo que A&ngulos correspondentes sejam iguais e lados
correspondentes sejam proporcionais. Com isto queremos dizer que,
se ABC e EFG sao dois tridngulos semelhantes e se

A—=EB—-=FelC—0G € a correspondéncia que estabelece a

semelhancga, entdo valem simultaneamente as seguintes relacdes:

A=EB=FcC=¢e Z=E=Z
IF FC TF

O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é

chamado de razdo de proporcionalidade entre os dois triangulos
(BARBOSA, 2006, p.109-110).

Na construcéo deve-se, primeiramente, observar que na Figura 5 temos o ponto P
(exterior a curva), o ponto O (centro da curva) e o ponto M (ponto médio do segmento
OP e centro do arco-capaz de 90°). Logo, obtendo o ponto M, traca-se a circunferéncia
C(M; OM) e determinam-se os pontos T, e T. (pontos de tangéncias) e as retas
visualizadas 1F'?lﬁ-s*'P'_i";sélo as tangentes procuradas. Deve-se, portanto, determinar o

ponto M utilizando apenas o compasso.

24 “‘Jappelle Géométrie du compas, celle qui, par le moyen du compas seulement, et sans le

secours de la regle, détermine la position des points”.
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O problema entéo se torna: dados dois pontos distintos, determinar o ponto médio
do segmento definido pelos pontos dados, utilizando apenas o compasso. Este é o
mesmo problema que Mascheroni Del’lOmo apresenta em sua obra (1798): “Dividir em
duas partes iguais a distancia AB, isto &, achar o ponto médio M que seja o meio do

segmento AB” (DELL'OMO, 1798, p. 37, traducdo nossa)®. Vejamos a solucéo

apresentada na Fig.16, seguida dos passos construtivos.

Figura 16 - Obtencéo dos pontos T, e T;, apenas com compasso

Traca-se a circunferéncia C,(0; 0P). Facamos, em seguida, a divisdo da
circunferéncia C; em seis partes congruentes, iniciando pelo ponto P e determinando
0s pontos 4,E,C,D e E. Assim, o ponto € é diametralmente oposto ao ponto P, pois 0s
triangulos PAQ,AQE e BOC sao equilateros e, portanto P, @, C sdo colineares. Observe
que com esse procedimento conseguimos duplicar o segmento OF e, assim, sabemos

como triplica-lo ou mesmo determinar um mudltiplo inteiro qualquer. Contudo, nosso

objetivo é determinar o ponto médio do segmento OP, ou seja, dividi-lo. Tracemos

agora uma circunferéncia C-(C; CP). Esta ir& intersectar a circunferéncia a{P; PO) nos

2 “Partager em deux égales la distance AE, c’est-a-dire, trouver le point M qui soit au moyen de
la droite AE ”.
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pontos Re S, ou seja, €, N a = {R,5}. Tracemos a circunferéncia C3(R; RP) e a
circunferéncia C4(5; SP). A interseccdo destas Ultimas duas circunferéncias determina
0 ponto M, ou seja, €3 N C.= {P,M}. Obtido o ponto M, tracemos a circunferéncia

C(M; OM), e determinaremos os pontos T, eT, (pontos de tangéncias) na

circunferéncia original, g(0;r). As retas visualizadas PT; eﬁséo as tangentes

procuradas.
A justificativa repousa na razéo de semelhanca dos triangulos CRP e RPM. Os

dois triangulos séo isésceles por construgdo e possuem o angulo RPC comum,

angulos das bases. Portanto, sdo semelhantes. E como o lado CP = 2.0P e RF = 0P,
a razao de semelhanca é igual a dois, ou seja, a base do triangulo CRF € o dobro da

base do triangulo RPM. Conclui-se que 2. PM = 0P . Loogo, M é ponto médio de OP.

10 Solucado engenhosa de Poncelet ao abordar a construcdo, com régua

e compasso, da tangente a duas circunferéncias

O nosso problema inicial € tracar a reta tangente a duas circunferéncias. Portanto,
vejamos a solucao apresentada por Poncelet (1862) em seu primeiro caderno:

LEMAS DE GEOMETRIA SINTETICA:

Sobre os sistemas de circulos situados em um mesmo plano.

Os circulos, combinados entre eles ou com retas, ddo lugar a
numerosas proposi¢ces que fornecem meios simples e elegantes
para solugdo de uma classe de problemas interessantes por eles
mesmos, e, sobretudo pela aplicacdo e extensdo que se pode fazer
as curvas de segundo grau. [...] (PONCELET, 1862, p. 1, traducéo
nossa).

Inicialmente Poncelet apresenta o ponto que, segundo ele, chama-se de centro de

similitude®’, esta denominacéo devida a Monge®®. Este ponto é invariavel e incidente &

%6 “ EMMES DE GEOMETRIE SYNTHETIQUE: sur les systémes de cercles situés dans um méme
plan. Les cercles, combinés entre eux ou avec des lines droites, donnent lieu a de nombreuses
propositions qui fournirnissent des moyens simples et élégants pour solution d’'une classe de
problémes intéressants par eux-mémes, et surtout par I'application et I'extension qu’on em peut
faire aux courbes du second degré “.
" A medida gue a obra de Poncelet foi sendo absorvida pela comunidade matematica, este
E)Sonto passou a ser conhecido como Centro de projecdo ou Ponto de projecéo central.

Gaspar Monge (1746 —1818) matematico francés reconhecido na historiografia como o
criador do método da biprojecao ou Geometria Descritiva.
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reta que passa pelo centro das duas circunferéncias. Na Fig. 17, apresentamos tanto o

centro de similitude direta, ponto @, como o inverso, ponto O'. Estes pontos séo

respectivamente o0s pontos das tangentes exteriores e interiores as duas

circunferéncias.

AR

c —c =
O o)
Ry

Figura 17 - Centro de similitude®, pontos 0 & 0'

Poncelet reduz a medida do raio das duas circunferéncias a medida do raio da
menor delas, com isso transforma um problema de tracar as tangentes a duas
circunferéncias de raio finito ao problema de tracar a tangente a duas circunferéncias,
onde uma delas é degenerada a um ponto, ou seja, tracar a tangente a uma
circunferéncia C; passando por um ponto @, exterior a C4(Figura 18). Vejamos a

configuracdo do novo problema.

Figura 18 - Tangente a €, passando pelo ponto exterior 05

29 Figura 1 da obra de Poncelet de 1862.

74

¥l

Vol. 6, N°. 1, 2018, ISSN 2318-7492



Revista Brasileira de be

Expressao Grafica c

Observe que a medida do raio de C; é a diferencadoraiode C; e C-. EO, € a
circunferéncia C, degenerada a um ponto.

Determinando o ponto T por quaisquer dos processos Vistos acima, basta agora,
por homotetia, determinar o ponto de tangéncia em ,, ou seja, basta tracar a
semirreta @ e achar o ponto T; em (;, em seguida tracar a paralela a 0.T por

T, (Figural9).

Figura 19 - Tangente a €, e C,

11 Como o estudante pode aplicar tais conhecimentos ao eclipse solar

Com as informacdes supracitadas, o estudante possui condi¢des suficientes para
tracar a tangente as duas circunferéncias, proje¢fes das duas esferas Sol e Lua, e
determinar na circunferéncia, projecdo da Terra, 0os pontos que definirdo os arcos de
circunferéncia (no calculo planimétrico, que representam as calotas circulares na
esfera da Terra no calculo esteriométrico), onde teremos a sombra, a penumbra e a
luz.

Tragadas as tangentes as circunferéncias SOL e LUA, é possivel identificar na
circunferéncia TERRA as regides de sombra, penumbra e Iluz, contendo,

respectivamente os pontos A, B e C (Figura 20).
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T TERRA

2

Figura 20 — Sombra, Penumbra e Luz

12 Consideragdes finais

Ao pensarmos em escrever sobre tangentes a circunferéncia de um ponto coplanar e
exterior a curva, fazemos no estrito cumprimento de levar aos leitores um assunto
pouco abordado nos livros didaticos brasileiros no que tange as diversidades de
construcdes. Em uma pesquisa pelos livros que circulam no nosso mercado editorial
ou mesmo em uma consulta a Internet, pode-se observar que o assunto é
apresentado, quase sempre, para néo dizer exclusivamente, pela construcdo do arco-
capaz de 90°. Realizar a construcdo da tangéncia por poténcia de ponto a uma
circunferéncia e média geométrica € explorar uma matematica que da sentido ao
assunto introduzido ao estudante do 9° ano do ensino basico. Da mesma forma,
guando abordamos a solucdo de uma transformacao isométrica, seja por congruéncia
de tridngulos, seja por reflexdo ou simetria axial, exploramos um ramo da matemética
que, embora de ampla aplicabilidade, o estudante do 9° ano vé, surpreso, tal solucéo.
Acreditamos ser de grande interesse do professor quando apresentamos as
construcdes por transformacdes geométricas, tais como, por exemplo, a homotetia,
pois, dificilmente, encontramos uma solugdo com essa aplicacdo na tangéncia e
acreditamos que é fundamental para uma melhor compreensdo do estudante. As
construcdes, que empregam apenas 0 cCompasso Ou apenas a régua, permitiram-nos
revisar uma bibliografia pouco usual nas instituicbes brasileiras. Falar sobre uma
geometria do compasso ou uma geometria projetiva é apresentar ao leitor uma nova
abordagem de construcdo pouco difundida, mas que possui um nivel de raciocinio

l6gico-dedutivo mais abstrato do que a construgéo devida a Euclides. DellOmo diz em
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sua obra que qualquer solugdo construtivel, com o0s instrumentos régua e compasso,
também é possivel construir apenas com o compasso. Mais tarde, outro matematico,
Steiner®®,dird que qualquer solugdo construtivel com os instrumentos régua e
compasso é também possivel construir apenas com a régua, desde que seja dada no
problema uma circunferéncia com seu centro.

A solucao de Poncelet em sua obra é de uma intuicdo extraordinaria, que, a N0SSo
ver, deve ser explorada no ensino. Contudo, é preciso esclarecer aos estudantes que
pontos e retas sdo circunferéncias degeneradas, respectivamente, de raios nulo e
infinito.

Desta forma, temos a conviccdo de que o assunto explorado neste artigo sera de
grande valia ndo sé aos estudantes, mas também, aos professores.

Aproveitamos para deixar claro que ndo pretendemos com este artigo esgotar as
solucdes, pelo contrario, toda solucdo diferente serd bem recebida a medida que
amplia as possibilidades de discussao de um assunto muito fundamental as diversas

areas do conhecimento humano.
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