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Resumo: Neste trabalho é apresentado um relato de atividades propostas
para alunos do sexto ano do Ensino Fundamental, onde se introduz e se
aplica o conceito de simetria axial. Ao todo, sdo sugeridas vinte tarefas que
valorizam a visualizacdo e representagfes que foram executadas em sala
de aula com o auxilio dos professores e que sédo de correcao/verificagdo
automatica. Na sequéncia desse estudo, sdo desenvolvidas as ideias de
simetria em eixos ndo paralelos, tendo em vista a obtencdo de
pavimentagdes e de bases geradoras das mesmas, finalizando a agéo dos
alunos com a construcdo de um caleidoscépio, sempre valorizando as
representacdes visuais. Os conceitos, atividades e ideias foram introduzidos
e explorados usando o software de Geometria Dindmica (GeoGebra) de
maneira sequencial e com dificuldade gradativa.

Palavras-chave: Visualizacdo, simetria, bases geradoras, pavimentacao,
GeoGebra.

Abstract: This paper presents a description of an activity performed by
students of the 6th grade of elementary school, where the concept of axial
symmetry is introduced and applied. All the tasks proposed value
visualizations and representations and were executed in the classroom
under the supervision of teachers. The ideas of symmetry in non-parallel
axes, tessellation and generated bases, were developed. The action ended
with construction by the students of a kaleidoscope Concepts, activities and
ideas were introduced and exploited with the Dynamic Geometry
(GeoGebra) software, the tasks were sequentially and with a gradual
difficulty.

Keywords: Visualization, simmetry, generated bases, tessellation,
GeoGebra.
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1 Introducéo

O papel da visualizagdo no processo de ensino de matematica tem sido discutido e
estudado por diversos educadores. As propostas metodoldgicas presentes nos textos
de referéncia da educacéo brasileira, Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) e Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) sugerem o uso de ferramentas tecnolégicas e
visuais, aproximando, assim, os estudantes da sua realidade cotidiana e levando-os a

desenvolver diferentes competéncias presentes nesses documentos.

A visualizacao e a leitura de informag@es graficas em Matematica séo
aspectos importantes, pois auxiliam a compreensdo de modernos
recursos para produzir imagens, impde a necessidade de atualizacéo
das imagens matematicas, de acordo com as tendéncias tecnolégicas
e artisticas, incorporando a cor, os gréficos, a fotografia, assim como a
importdncia de ensinar os alunos a fazer uso desses recursos.
(BRASIL, 1998, p.46)

O A visualizagdo em mateméatica é um processo de formar imagens, sejam elas
mentais, com lapis e papel ou, até mesmo, com auxilio de tecnologias para que tais
imagens sejam efetivamente usadas na descoberta e compreensdes de conceitos
matematicos. A insercdo desses recursos visuais passa pela transformacgéo da sala de
aula num ambiente atrativo e dindmico para os alunos, onde esses devem ser
provocados e, deste modo, desafiar e estimular o raciocinio e a criatividade, através do
uso de novas tecnologias, principalmente voltadas para a visualizacao.

O ensino da Matemética esta inserido nesse contexto, sendo assim, torna-se
necessario buscar sempre diferentes maneiras de atrair o aluno para o que € ensinado

e usar, na prética da sala de aula, a sua experiéncia.

Os tipos de visualizacdo que os alunos precisam, tanto em contextos
matematicos como noutros, dizem respeito a capacidade de criar,
manipular e “ler” imagens mentais de aspectos comuns a realidade;
visualizar informacéo espacial e quantitativa, e interpretar visualmente
a informacdo que lhe seja apresentada; rever e analisar passos
anteriormente dados como objetos que podiam tocar e desenhar; e
interpretar ou fazer aparecer, como por magia imagens de objetos ou
ideias que nunca foram vistos. (GOLDENBERG, 1998, p.37)

Em seus estudos, o psicologo Raymond Duval buscou analisar a influéncia das
representacdes dos objetos matematicos no processo de ensino-aprendizagem. Nesses
trabalhos, evidenciou a importancia e a necessidade do uso de representacdes nos
estudos de objetos matematicos, uma vez que todo pensamento matematico é expresso
através registros que devem ser explorados a fim de possibilitar a construgdo do

conhecimento. Ou seja, Duval propde que a efetiva aprendizagem das propriedades de
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um objeto ocorre justamente na passagem de um registro para outro, pois as diferentes

representagdes apresentam conteudos e atributos diferentes sobre um mesmo objeto.

Descartar a importancia da pluralidade dos registros de representagéo
leva a crer que todas as representacfes de um mesmo objeto
matematico tém o mesmo conteldo ou que seus conteldos
respectivos se deixam perceber uns nos outros como por
transparéncia. (DUVAL, 2003, p.14)

Seguindo o raciocinio de Duval, no presente artigo descreve-se um conjunto de
atividades para efetuar o estudo de simetrias e sua aplicagdo a pavimentacdes,
recorrendo a utilizagdo de um software de geometria dindmica (GeoGebra), valorizando
a visualizacdo e representacbes em todos o0s processos de construcdo do
conhecimento. Utilizou-se tal software, pois o mesmo é livre e permite realizar facilmente
construgbes geométricas, proporcionando uma melhor compreensdo dos objetos
geomeétricos.

O recurso ao computador, em detrimento de materiais manipulaveis, tem duas
justificativas: o rigor das construgcfes e a rapidez para se obter uma pavimentacao do
plano, confirmando ou ndo conjeturas que se possam colocar sobre simetrias e

possiveis bases geradoras das pavimentacoes.

Por um lado, tem-se a insercdo dessa tecnologia no dia-a-dia da
sociedade, a exigir individuos com capacitagcdo para bem usa-la; por
outro lado, tem-se nessa mesma tecnologia um recurso que pode
subsidiar o processo de aprendizagem da Matematica. E importante
contemplar uma formacéo escolar nesses dois sentidos, ou seja, a
Matematica como ferramenta para entender a tecnologia, e a
tecnologia como ferramenta para entender a Matematica”. (BRASIL,
2006, p.87)

Os estudos sobre a utilizagédo de caleidoscépios no ensino de geometria tém sido
objeto de interesse de diversos pesquisadores no Brasil. Em Batistela e Santos (2013)
podemos ver uma cronologia sobre a utilizagdo desse tema nos processos de ensino
aprendizagem.

Educadores matematicos reconhecem o grande potencial que tem a visualizacao,
porém falta efetividade na sua implementagéo. Isso se deve, principalmente, ao fato
dessa ser uma habilidade de dificil desenvolvimento, necessitando de um trabalho
refletido e arduo para seu aperfeicoamento e para seu ensino. Além disso, para a
maioria dos alunos, é como se existisse uma deficiéncia heuristica visual de
interpretacdo geométrica.

Estamos aqui diante de um importante campo de pesquisa. Mas parece
ainda muitas vezes negligenciada porque a maioria dos estudos
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didaticos é centrado principalmente em um lado da atividade
matematica, como se 0s processos matematicos fossem naturais e
cognitivamente transparentes. (DUVAL, 1999, p.24)

Autores/educadores como Amado, Sanchez e Pinto (2015) tém utilizado
visualizacbes ndo sO para resolver problemas, como também para demonstrar
matematicamente teoremas, proposi¢cdes e conjecturas. Outros autores, como Gravina
e Santarosa (1998), Penteado e Borba (2003) e Maltempi (2004), reforgam o uso de
tecnologias de informacdo e computacdo no processo de aprendizagem, além de
destacarem a incorporacdo das mesmas na sala de aula. Dessa forma, esses autores
privilegiam, sobretudo, a construgéo de conceitos atraves da visualizagao.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: a secdo 2 refere-se a
metodologia utilizada; na se¢do 3, sdo apresentados alguns conceitos geométricos
basicos para o desenvolvimento do trabalho; jA a secdo 4 descreve as atividades
aplicadas e os resultados obtidos; e, para finalizar, na se¢cdo 5, mencionam-se as

conclusdes sobre o processo de aplicacdo das atividades elaboradas.

2 Metodologia

Trata-se de uma pesquisa qualitativa, jA que o processo € mais importante que o
produto. As investigacOes de natureza qualitativa estdo predominantemente orientadas
para 0 que se passa no terreno, pois é através de narrativas que se fornece ao leitor
informacdes acerca da experiéncia realizada.

Segundo Geelen (2007, p.140), “as narrativas acerca das aulas sdo poderosas
porque tém em conta ndo sé as praticas correntes e as situacdes, mas também, as
experiéncias passadas dos professores e as suas futuras aspiracoes”.

Além da pesquisa qualitativa, procura-se unir a pesquisa a acao ou pratica, isto €,
desenvolver o conhecimento e a compreensao como parte da pratica; dai se enquadrar
no registro da pesquisa-acao.

Esta metodologia exige uma estrutura de relagdo entre os pesquisadores e as
pessoas envolvidas no estudo da realidade do tipo participativo/coletivo. Assim, de
acordo com Baldissera (2001, p.6), “uma pesquisa pode ser qualificada de pesquisa-
acao quando houver realmente uma agao por parte das pessoas implicadas no processo
investigativo e estar centrada no agir participativo e na ideologia de agao coletiva”. Ela
agrega varias técnicas de pesquisa, recorre a técnicas de coleta e interpretacédo de
dados, intervencao e solucao de problemas, bem como técnicas de dindmica de grupos.

Aplicando essas ideias ao ensino, a pesquisa-a¢ao revelou-se como um instrumento

eficiente para o desenvolvimento profissional do professor, além de ser um instrumento
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valioso a que os professores podem recorrer, para melhorar o processo de ensino-
aprendizagem. No entanto, segundo Engel (2000, p.190), “considerando as limitagdes
atuais da teoria educacional, a pesquisa-a¢ao leva a solu¢Bes imediatas para problemas
educacionais urgentes, que nao podem esperar por solugdes tedricas”.

Por ser investigativa e participativa, supde um conjunto de procedimentos técnicos
e operativos para o conhecimento da realidade ou um aspecto desta, com o objetivo de
transforma-la pela a¢éo coletiva, como também, supde uma co-implicacdo no trabalho
dos pesquisadores e das pessoas envolvidas no projeto onde se faz intercambio,

socializacao das experiéncias e conhecimentos tedricos e metodoldgicos da pesquisa.

3 Conceitos geométricos necessarios

Um dos objetivos presentes nos Pardmetros Curriculares Nacionais para o segundo
ciclo do Ensino Fundamental é “identificar caracteristicas das figuras geométricas,
percebendo semelhancas e diferencas entre elas, por meio de composicdo e

decomposigao, simetrias, ampliacdes e reducdes.” (BRASIL, 1998, p.56)

Ao utilizarmos um material didatico € absolutamente necessério ter
cuidado de analisar se 0 mesmo satisfaz e proporciona a obtencéo de
um dos objetivos precipuos do processo de ensino e aprendizagem,
que € a compressao dos conceitos estudados. (MURARI, 2011, p.193)

A simetria pode ser considerada como a invariancia de uma figura ou forma sofrendo
algumas transformacdes, desde que ndo exista deformacao. As simetrias podem ser de
diferentes tipos: axiais ou de reflexdo, translacéo, rotacdo e de inversdo. A simetria
utilizada no estudo seréa a axial ou de reflexao.

Como acdo preparatdria da atividade, foram apresentados aos alunos varios
exemplos de figuras simétricas, levando-os a intuir o conceito de simetria axial ou

reflexao.

Simetria Axial: Dados uma reta r e um ponto P. Se P ndo pertence a r, aimagem de P
em relacdo ar € o ponto P” = s(P) tal que a reta r € a mediatriz do segmento PP’". Se P

pertence ar, aimagem de P em relagéo a r é o préprio P, s(P) = P (Figura 1).

Entéo, dizemos que s(P) é o simétrico de P em relagdo a r, que é considerada o
eixo de simetria ou espelho de reflexdo. Decorre da definicdo que PP’ é perpendicular

are M é ponto médio do segmento.
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Figura 1 - Simetria axial

Pavimentacdo: Uma pavimentacdo do plano euclidiano pode ser definida como sendo
uma familia enumeravel de conjuntos fechados que (re)cobrem o plano sem lacunas ou

sobreposicoes.

Para Lourencgo (2014, p.11) “uma pavimentacao é o recobrimento de uma superficie

com ladrilhos (pegas) sem deixar espacgos intermediarios nem sobreposi¢coes” (Fig. 2).

Figura 2 - Pavimentacdes por poligonos regulares

As pavimentacdes podem ser obtidas utilizando-se um conjunto de 3 ou 4 espelhos
e uma imagem no interior deles. A imagem minima® (ou minimal) que da origem a uma

pavimentacado através das reflexdes nos espelhos da-se o nome de base geradora e

5 Imagem minima ou minimal é aquela que ao se lhe retirar qualquer elemento, nao ira gerar a
pavimentacao.
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as sucessivas imagens refletidas pela base geradora, ddo-se o nome de base
transformada (Figura 3).

Base 32 Base
Geradora Transformada Transformada Transformada

Figura 3 - Base geradora e bases transformadas de uma pavimentacéo formada por
guadrados, hexagonos e dodecagonos

7

Caleidoscopio: “Caleidoscopio € qualquer conjunto de espelhos planos,
perpendiculares a um mesmo plano, que possibilite a reflexdo perfeita de imagens.
Existem caleidoscépios com dois, trés e quatro espelhos.” (MARTINS, 2003, p.55)
(Figura 4).

Figura 4 - Caleidoscdpios e imagem formada no interior de um caleidoscépio.

Os caleidoscopios populares séo tubos cilindricos, com espelhos planos dispostos
em seu interior de maneira a formar prismas regulares e, fechados por duas tampas.
Uma das tampas possui pequenos vidros ou pedras coloridas e, a outra tampa possui
um orificio que permite a visualizagdo do interior do prisma. Ao girar-se o cilindro os
pedacos de vidro movem-se gerando belas imagens, uma vez que as imagens formadas
por um dos espelhos originam novas imagens nos demais espelhos refletindo ad
infinitum (Figura 5).
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Orificio para
observagao

Pedacos de
vidro colorido
no fundo

Espelhos

Figura 5 - Caleidoscopio popular

Para que a repeticdo de imagens pelos trés espelhos ocorra de modo que as
imagens geradas sejam idénticas ao objeto no interior dos mesmos, e que ndo exista
sobreposicdo de imagens, os angulos formados pelos espelhos, dois a dois, devem
somar um angulo raso e, o dobro da medida da amplitude de cada um desses angulos
deve dividir 360°. Desta forma, os possiveis valores para os referidos angulos sdo
(60°,60°,60°), (90°45°45°) e (90°60°30°. A cada um dos ternos anteriores
corresponde um tipo de caleidoscopio triangular com espelhos planos: o equilatero, o
isésceles retadngulo e escaleno retangulo (Figura 6). Esgotam-se, assim, as
possibilidades de construcédo de caleidoscopios triangulares.

Equilatero Isésceles Retangulo  Escaleno Retangulo
(60°,60°,60°) (90°,45°,45°) (90°,60°,30°)

Figura 6 - Caleidoscépios de base triangular

E imediato ver a conex&o entre o estudo de caleidoscopios e de pavimentacdes do
plano, que, quando feitas por poligonos regulares, permitem a exploracdo de varios
conceitos, como simetrias, angulos, construgcdo de poligonos, paralelismo e
perpendicularismo.

Como referido em Alves (2019), para obter-se uma base geradora e sua respectiva
base transformada é necessario um estudo relativo as linhas de simetria dos poligonos

que as formam. Tracando-se as linhas de simetria da pavimentacgdo, que sdo as linhas
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de simetria dos poligonos regulares, é possivel obter a base geradora da pavimentacao.
Tomando como base uma pavimentacdo formada por quadrados, hexagonos e
dodecagonos, tragam-se as linhas de simetria reflexional de cada um dos poligonos
(linhas tracejadas na Figura 7) e, em seguida, sdo consideradas as linhas que coincidem
nas simetrias reflexionais. Unindo-se essas linhas em suas intersecdes, obtém-se a

base geradora (triangulo em cor preta na Figura 7) da pavimentacao estudada.

Simetria
Base reflexional dos
geradora poligonos

Figura 7 - Estudo da base geradora da pavimentagao composta por quadrados, hexagonos
e dodecagonos

4 Atividade

A seguir, descreve-se uma atividade desenvolvida com alunos do 6° ano do Ensino
Fundamental do Rio de Janeiro, que teve como objetivo principal a determinacdo de
bases geradoras de pavimenta¢Bes do plano, recorrendo a espelhos, e que culminou
com a construgdo de um caleidoscopio.

A execucao da atividade teve dois momentos distintos: a manipulagdo de modelos
e o uso do GeoGebra. Vamos deter-nos sobre o segundo momento por ter sido realizado
com a utilizacdo de um ambiente de geometria dindmica. Uma vez que as reflexdes em
caleidoscoOpios resultam de simetrias axiais, € como 0s alunos ndo estavam
familiarizados com este conceito, houve a necessidade de se iniciar por algumas tarefas
introdutérias do mesmo. Em seguida, os alunos, em duplas, realizaram as tarefas no
laboratorio de informética do colégio.

A apresentacdo das tarefas foi dividida em trés fases. Na primeira, foram
apresentadas varias imagens para intuir o conceito de simetria axial, e, em seguida, foi
efetuada a formalizacdo do mesmo. Como momento de fixacdo, foram apresentadas
aos alunos algumas questbes em que se recorre apenas a um eixo de simetria. Na

segunda fase, os alunos continuaram o estudo sobre simetrias axiais, utilizando, agora,
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dois eixos concorrentes. Neste estudo, foi utilizada a ideia de que os eixos sdo dois
espelhos ndo paralelos, de modo que seja possivel estudar as reflexdes por eles
originadas. Na terceira fase das atividades, os alunos realizaram um estudo sobre as
bases geradoras de pavimentacdes, utilizando ora as bases geradoras, ora as

pavimentacoes.

4.1 Recurso ao GeoGebra para pesquisar eixos de simetria em figuras

planas

Nas tarefas 1 e 2 (Figura 8), foi usada uma malha quadriculada, contendo dois poligonos
congruentes (triangulos e quadrados, respectivamente) e uma reta. Os alunos deveriam
posicionar a reta no lugar exato entre os dois poligonos, de forma a existir uma simetria
axial que transforma um no outro. No primeiro caso, a reta pode ser manipulada
(arrastada) apenas por meio de translagfes para a esquerda ou para a direita. J& no
segundo caso, a reta pode ser manipulada livremente, isto é, pode se movida por meio

de translacdes ou de rotagoes.

€2 Atividade 1.ggb - o €2 Atividade 2.9gb - =] >

Arquivo Editar Exibir Opgﬁes Ferramentas Janela Ajuda Entrar  Arquivo Editar Exibir Ongées Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A LS D 2 ol a=2 A L[ @ » o a=2
NDREN SN HANEE N =N EHNER

Movimente o espelho, pressionando e arrastando o ponto verde, de forma que aimagem a direita Movimente o espelho livremente, pressionando e arrastando os pontos verdes, de forma que aimagem
seja reflexa (simétrica) da imagem a esquerda, pelo espelho a direita seja reflexa (simétrica) daimagem & esquerda, pelo espelho.

| r [ Refleti
Espelho Imagem Refletida _J magerp Refieta
Espelho

A A B R

Figura 8 - Visualizagcdo das tarefas 1 e 2, propostas aos alunos

As tarefas 3, 4 e 5 trabalham o conceito de simetria, usando pontos. A primeira
apresenta um conjunto de 5 pontos, um eixo fixo (r) e um conjunto de 5 pontos livres, a
serem movimentados e posicionados de modo a obter as imagens dos pontos fixos pela
simetria de eixo r (Figura 9). As outras duas tarefas sdo semelhantes as anteriores,
havendo dois conjuntos de pontos fixos e uma reta que pode ser movida e posicionada
de forma a ser o eixo de simetria da figura, sendo que na tarefa 4 o eixo apenas se move

segundo translacdes e na tarefa 5 pode efetuar rotagbes (Figura 10).
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Arquwo Edtsr Exitir Opgbes Feramentss lanels Auds Entrat
. A s ] by AN 2N av2 ®

= ACe

Moviments os portos a direrta do espelo, pressionando-os € arrastando-os, de forma a serem os
refiexos (simétricos), pedo espelho. dos pontos 8 esquerdad do espekio

Expelho Imagam Refiatis

Gl

Figura 9 - Visualizagdo da tarefa 3, proposta aos alunos

€7 Atividade 4.qgb - = € Atiadade S.gg o
€7 saiadade S =
A Edila Essin Opsbes Famamentas Jlanela Ajuds Enlit \rouo Edesr Exttir OpgBes Femsmantss Janals Auds Entrs
AL Bl 0l = 2l 2=2 . ) 2
[ Bl G \':I__ LR AN PN ‘P Ml : e 1O ’4.'- Nifi2ili
= ACe ‘

3 new

Moviments o espalho, pressionando e amastando o ponto verds, da forma que os pontos & direita

Movimerte o espeiho Iwiemente, pressionando & amastando 03 pontos verdes. de forma que o5
58jam o5 reflexos (simeticos) dos pontos a esquarda, pel espelho

partos a diresta sejam os reflexos (Smétncos) dos pontos 8 esquerda, pek espeiho

Espellio .
| ]i—uqemHel’erda Espeiho T A
@ . ° .
i . . . e © o e o o
. e . o ° °
L ]

Figura 10 - Visualizacdo das tarefas 4 e 5, propostas aos alunos

Cada uma das tarefas 6 e 7 (Figura 11) apresenta dois poligonos iguais e rigidos,
sendo um deles fixo e posicionado a esquerda de um eixo também fixo. O outro
poligono, manipulavel, deveria ser movido de forma a ser posicionado como a imagem

reflexa do poligono & esquerda, pela simetria associada a esse eixo.

€2 Atividade 6.9gb — O > € Atividade7.9gb - o >

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.. Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DRENNTFRENES 2 e BRI =]

~ alCy ) fACy

Entrar.

Movimente os pontos verdes do objeto a direita do espelho, pressionando-os e arrastando-os, de

Movimente os pontos verdes do objeto a direita do espelho, pressionando-os e arrastando-os, de I
forma que este objeto seja o reflexo (simétrico), pelo espelho, do objeto a esquerda do espelho.

forma que este objeto seja o reflexo (simétrico), pelo espelho, do objeto & esquerda do espelho.

Espelho D Imagem Refletida Espelho D mageifiRetatila

y N K

K

Figura 11 - Visualizacao das tarefas 6 e 7, propostas aos alunos
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Em todas as tarefas anteriores, os alunos conferiram a resposta dada, selecionando

a caixa “Imagem Refletida” e, caso fosse necessario, voltariam a realiza-la.

Na tarefa 8 (Figura 12), sdo dados trés triangulos e trés quadrilateros, além de um

eixo manipulavel que pode sofrer translacdes e rotacdes. Aqui o aluno deveria manipular

0 eixo a fim de verificar a existéncia de possiveis eixos de simetria em cada um dos

poligonos, indicando a quantidade de eixos de simetria encontrados em cada um deles.

Os alunos foram realizando as tarefas propostas, trocando ideias com os colegas do

lado e conferindo se suas solu¢des estavam corretas. Apenas nesse momento foi feita

uma pausa para dar lugar a uma discusséo sobre quais poligonos possuem eixos de

simetria e aqueles que ndo possuem. Com relagdo aos primeiros, foram comparadas as

guantidades de eixos encontrados e 0 posicionamento desses mesmos eixos. A

discusséo foi livre entre os alunos, porém norteada pelos professores.

o

€7 Atividade 8.ggb - u]
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entra

A . ooz > |«
B [ B2 2ol [WAPA NS :
- A C~

Verifique, com o auxilio do eixo representado, se cada uma das figuras possui eixo(s) de simetria
Para movimentar o eixo pressione sobre os pontos verdes e arraste.

2 A 4
H N A

Figura 12 - Visualizacdo da tarefa 8, proposta aos alunos

tividade 9. -
€ Atividade 9.9gb O

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar

[8] A~ Qo) <) =) 4] .

A C~

Verifique, com o auxilic do eixo representado, se cada uma das figuras possui eixo(s) de simetria
Para movimentar o eixo pressione sobre os pontos verdes e arraste

mn Qe

N
@

Figura 13 - Visualizacao da tarefa 9, proposta aos alunos
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A tarefa 9 (Figura 13) € uma extensdo da anterior, mas com outras classes de
figuras. Apresentam-se um trapézio, um quadrilatero pipa, um pentagono regular, um
pentagono concavo em formato de bandeirinha, um hexagono regular e um circulo. Os
alunos tiveram que encontrar possiveis eixos de simetria em cada uma das figuras
apresentadas. Novamente, os alunos anotaram suas observacbes e a discussao

anterior foi retomada.

4.2 Estudo da composicao de simetrias de eixos nao paralelos em

ambiente dindmico

A segunda fase dessa pratica é composta por um conjunto de cinco tarefas que tém
como suporte a malha isométrica em que séo dados dois eixos ndo paralelos, simulando
dois espelhos. A tarefa 10 (Figura 14) possui, além dos espelhos formando um angulo
de 60°, um triangulo equilatero, cuja localizagdo e cujo tamanho podem ser alterados,
posicionado entre eles. Os alunos movimentaram o tridngulo por translacdes e rotacges,
e também fizeram seu redimensionamento. Nesse processo, eles foram observando as

reflexdes geradas pelos dois espelhos.

€ Atividade 10.ggb - o >
Arquivo Editar Exibir OpgBes Femamentas Janela Ajuda Entrar

NI A 7R ’ IR 2 N\ o1l a=2]llf .2,
o illLe” Il Al P2l Il /il «dS HH o\ Il —e—[ll| %5*

Movimente os pontos verdes do tnangulo, para translada-lo, rotacioné-lo ou redimensiona-lo e
verifique as respectivas reflexdes que aparecem nos espelhos 1e 2

A A

Espelno 1

A
By S

Figura 14 - Visualizag&o da tarefa 10, proposta aos alunos

A tarefa 11 (Figura 15) apresenta dois espelhos posicionados formando um angulo
que, inicialmente, é de 30°, mas que estd dependente de um controle deslizante
variando de 30° a 120°, com um incremento de 30° e um objeto, posicionado entre eles,
que vai gerando imagens por reflexdes. Nesta atividade, os alunos manipularam o
controle deslizante para variar o angulo formado pelos espelhos, observaram a figura
resultante nas respectivas reflexdes, de acordo com cada angulo, e efetuaram o registro

dos aspectos que se lhes revelaram mais importante.
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€ Atividade 11.9gb = o >

Arquivo Editar Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda Entrar.
iy I Ul <A 2 T
Al P OO 4.

Movimente o controle deslizante para alterar o dngulo de abertura entre os espelhos e observe as
imagens refletidas. Movimente também o circulo azul, por meio dos pontos verdes e visualize as
imagens refietidas

Espelho 1 0@3 Q/@D

= 53

Figura 15 - Visualizagéo da tarefa 11, proposta aos alunos

Nas tarefas 12 e 13, ha dois espelhos posicionados formando um angulo de 30° e
um controle deslizante para o angulo variando de 30° a 120°, com um incremento de
30°. Na primeira delas (Figura 16), ha também um triangulo azul com lados sobre os
espelhos e um vértice na sua interse¢do, gerando diferentes poligonos regulares com a
variagdo do angulo formado pelos espelhos. Os alunos manipularam o controle
deslizante para variar o angulo formado entre os espelhos e observaram a figura que

esta sendo refletida e respectivas propriedades, consoante o angulo formado pelos

€2 Atividade 12.99b = o
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entr;
N (P RE ) (D A TN [l a=2]]l ¢
W Hllie™ i L At P22\ Ge /il &5l o Ul ——Lf1 3°,

Movimente o controle deslizante para alterar o angulo de abertura entre os espelhos e observe os
poligonos que sao gerados, devido as reflexdes da imagem posicionada entre os espelhos

Espelho 1

Espeltio 2

Figura 16 - Visualizagc&o da tarefa 10, proposta aos alunos

Ja na tarefa 13 (Figura 17), existe um circulo entre os espelhos. Esse circulo pode
ser transladado, rotacionado e redimensionado. Aqui, 0s alunos movimentaram
livremente o circulo e observaram o efeito produzido nas imagens por tais movimentos,
bem como o que decorria com a variagdo do angulo produzida com a ativacdo do

controle deslizante.
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€ Atividade 13.99b - [u]

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Auda Entra

A Al 8 |9 » olllf s =2
DEENNCERANEE

Movimente o controle deslizante para alterar o &ngulo de abertura entre os espelhos e observe as
imagens refletidas. Movimente também o circulo azul, por meio dos pontos verdes e visualize as
imagens refletidas

° ® 0
exsanar @ @
® ©

Figura 17 - Visualizacéo da tarefa 13, proposta aos alunos

Na tarefa 14 (Figura 18), exibem-se alguns poligonos formando uma figura,
posicionada entre os espelhos. Nessa tarefa, os alunos, com o cursor, alteraram a figura

entre os espelhos e apenas observaram as pavimentacgoes resultantes.

€2 Atividade 14.99b - a €2 Atividade 14.99b = o

Arqunvo Editar Exiblr Opcdes Ferramentas Janela Ajuda ntrz
o Ectar B Goghes: Furamaiias: Saneie: EMME prquivo Editar Exibic Opgdes Femamentas Janela Ajuda Entr

AlLAA DGOl &N =2 N RN EE

Observe a pavimentag&o gerada a partir da figura posicionada entre os dois espelhos Observe a pavimentagao gerada a part da figura posicionada entre os dois espelhos

Espelho ¥ Espelho 1

Espelho 2 Espelho 2

Figura 18 - Visualizag&o da tarefa 14, proposta aos alunos

4.3 Uso do GeoGebra no estudo de pavimentacdes e bases geradoras

A terceira fase deste estudo é composta por um conjunto de tarefas em que se usam
trés espelhos, com o objetivo de que o aluno reconheca as reflexdes nos mesmos,
identifique e procure criar bases geradoras, bases transformadas e, finalmente, o padréo
criado pelas reflexdes em caleidoscopios. Em todas as tarefas os espelhos se
posicionam de modo a formar um triangulo equilatero, uma vez que a culminancia foi a
construcdo de um caleidoscépio com base triangular equiladtera. O interior desse
triangulo vai sendo preenchido por diferentes objetos. Na tarefa 15, tem-se, também,

um circulo azul localizado entre os espelhos. Ao lado, ha trés caixas de exibir/ocultar
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objeto. Os alunos marcaram e desmarcaram as caixas correspondentes a 12 reflexao,
22 reflex@o e 32 reflexdo, respectivamente e, a cada marcacao, observaram as reflexdes

ocorridas nos trés espelhos (Figura 19).

7 Atividade 15.9gb -

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
A LI @ & o|| a=2
AAA>@ ANIESIES

Marque e desmarque as caixas exibir/ocultar objeto, para verificar as reflexées do circulo,
que serdo geradas pelos trés espelhos, virados para dentro, formando um tri&ngulo equilétero

>

€ Atividade 15.9gb -

] 12 reflexio
1 2#reflexio

} 3*reflexio

Arquivo Editar Exibir Opcies Feramentas Janela Ajuda
A . N @ & *a=2
Y B BN o) ) P DN 1 Y

Marque e desmarque as caixas exibir/ocultar objeto, para verificar as reflexées do circulo,
que serdo geradas pelos trés espelhos, virados para dentro, formando um tridngulo equilétero

./] 1 reflexdo
. ,/l 2% reflexdo
o oo [ oo

o X

Entrar.

o x

Entrar.

7 Atividade 15.9gb - a X

Arquivo Editar Exibir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

[&]] AL B lle) <) N =) 4

Marque e desmarque as caixas exibir/ocultar objeto, para verificar as reflexées do circulo,
que serdo geradas pelos trés espelhos, virados para dentro, formando um tri&ngulo equilétero

5

2 Atividade 15.ggb - o X

J] 12 reflexdio
11-' reflexio

} 3*reflexdo

Arquivo Editar Exibir OpgBes Femamentas Janela Ajuda Entrar.

B RPN [o] [ Pl NS

Marque e desmarque as caixas exibir/ocultar objeto, para verificar as reflexdes do circulo,
que serdo geradas pelos trés espelos, virados para dentro, formando um tridngulo equilétero

v:/]?‘re“exén
o0 O ..
o0 [o @ L

Figura 19 - Visualizacdo das etapas da tarefa 15, proposta aos alunos

Na tarefa 16 (Figura 20), existe uma figura que preenche o tridngulo formado pelos

trés espelhos e, ao lado, ha quatro caixas de exibir/ocultar objeto. Aqui, os alunos
observaram a acado dos trés espelhos e a figura (base geradora) entre eles, marcaram
as caixas para exibir os objetos, 12 base transformada, 22 base transformada, 32 base
transformada e 42 base transformada, nesta ordem, e observaram as reflex6es ocorridas
em apenas um dos espelhos.

A tarefa 17 (Figura 21) é semelhante a anterior, permitindo a exibicdo de bases
transformadas até a 32 base transformada da reflexdo de apenas um dos espelhos.

As tarefas 18 e 19 (Figura 22) exibem uma base geradora e uma caixa de
exibir/ocultar o objeto, chamada pavimentacdo gerada. Nelas, os alunos observaram a
base geradora posicionada no interior dos espelhos, em seguida marcaram a caixa
pavimentacdo gerada e observaram a pavimentacdo gerada com a reflexdo ocorrida

nos trés espelhos.
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€7 Atividade 16.9gb - o X €7 Atividade 16.99b - o x
Arquivo Editar Exioir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar Arquiva Editar Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda Entrar.
A S @ & e/l|a=2 A S @ é o|||/a=2
o /)fy-*@ . —-—‘%’ -7/(7/“/’y’7®_ d N
Marque e desmarque as caixas exibirfocultar objeto para verificar as bases transfromadas geradas Marque e desmarque as caixas exibir/ocultar objeto para verificar as bases transfromadas geradas
por um dos trés espelhos que formam o tridngulo equilatero por um dos trés espelhos que formam o triangulo equilatero
|1+ base transformada [/ 17bass ransformada
|2+ base transtormada ["] 2"bass wansformada
" q — q
' base transformada 3%hass ransformada
| base tanstormada ["] 4base ranstormada
Base geradora
€2 Atividade 16.9gb - o x €7 Atividade 16.99b - o x
Arquivo. Editar Exioir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar
A o i @ & o|[[a=2 A 3 @ é‘ #|l[2=2
SalllD tiin Il @ . 2 R o / L)l @ DA <
Marque e desmarque as caixas exibir/ocultar objeto para verificar as bases transfromadas geradas Marque e desmarque as caixas exibir/ocultar objeto para verificar as bases transfromadas geradas
por um dos trés espelhos que formam o tridngulo equilatero por um dos trés espelhos que formam o tridngulo equilatero
[] 12 base transformada o/ | 1°basz transformada
[]2*base ranstormada &/ | 2*bass transiomada
— J ) 4
3*base ansformada /| 3 base tansiomada
4 base transformada /| 42 basz transformada
Figura 20 - Visualizacdo das etapas da tarefa 16, proposta aos alunos
€ Atividade 17.9gb — b x 7 aeiidadeTog - B X
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. Arquive Edifar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Auda Entrer.
: g <z
LA PCRlANE E LA BelelNE
EAALS G NEE Y | e BRI S o) (5] PN B
Marque e desmarque as caixas exibir/ocultar objeto para verificar as bases transformadas geradas Marque e desmarque as caixas exibirfocultar objeto para verificar as bases transformadas geradas
por um dos trés espelhos que formam o triangulo equilatero por um dos trés espelhos que formam o triéngulo equilatero
[)1*Bass Transtormada /| 128ase Transfomada
[ 2*Bass Transtormada /| 2°Base Transtormada
3 base transformada [ base ransformada
uJ 4 — <

Base geradora

Figura 21 - Visualizagdo da tarefa 17, proposta aos alunos

Finalmente, com uma dindmica semelhante as anteriores, a tarefa 20 (Figura 23)
permite criar pavimentacdes partindo de diferentes bases geradoras. Aqui, os alunos
observaram a base geradora, em seguida marcaram a caixa de pavimentagcdo gerada
(caleidoscépio) e observaram o que ocorreu. Eles ainda puderam movimentar os pontos
no interior da base para visualizar as transformacdes sofridas tanto na base quanto nas

reflexdes. A movimentagdo dos pontos simula a ideia de um caleidoscépio.
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€7 Atividade 18.9gb - o X € Atividade 13.9gb - o X
Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar. Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Marque & desmarque a caixa exibirfocultar objeto, para verificar a pavimentacdo gerada pela base Marque e desmarque a caixa exibir/ocultar objeto, para verificar a pavimentacao gerada pela base
geradora. geradora
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Figura 22 - Visualizacao das tarefas 18 e 19, propostas aos alunos

- [m] > €7 Atividade 20 - Malha Isométrica.ggb - [m]
Entrar.. Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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o

€7 Atividade 20 - Malha lsométrica.ggb

Bl e B3 [0 (S ZAINN EEVAN

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

e

[k Al D ello]l4) N =2l

A Cv
Marque e desmarque a caixa exibir/ocultar objeto, para verificar a arte formada pelas reflexdes dos

pontos da base geradora nos trés espelhos. Mova os pontos dentro da base geradora e veja a

T fC~
Margue e desmarque a caixa exibir/ocultar objeto, para verificar a arte formada pelas reflexées dos
pontos da base geradora nos trés espelhos. Mova os pontos dentro da base geradora e veja a
beleza das reflexées em um caleidoscopio beleza das reflexdes em um caleidoscopio
e N ';Uf\
| /. ~ 5 oo~ SO
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Figura 23 - Visualizacdo da tarefa 20, proposta aos alunos

AN S

Todas as tarefas foram realizadas em sala juntamente com os professores, tendo
sido prestada toda a orientacdo necessaria para um melhor aproveitamento dos alunos.
As atividades realizadas no GeoGebra foram também realizadas com material concreto

a fim de consolidar o aprendizado.
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4.4 Construcdo do caleidoscopio

Ap6s o0 estudo dos conceitos propostos, os alunos ja possuiam uma ideia do
funcionamento de um caleidoscépio e de toda a geometria envolvida na construgéo de
um objeto simples, mas que produz belas figuras.

Os alunos formaram um prisma triangular com os trés espelhos planos. Cortaram
dois triangulos de dimensdes um pouco maiores que a base do prisma, um com papel
manteiga e outro com papel transparente. Colaram o triangulo de papel manteiga em
uma das bases do prisma, fechando totalmente uma das bases. Em seguida, colocaram
as micangas ou lantejoulas no interior do prisma e o fecharam, colando o tridngulo de
plastico transparente, na outra base.

Feito isto, cortaram um tridngulo um pouco maior que a base do prisma, com um
pedaco pequeno da cartolina e fizeram um orificio no centro do tridngulo. Colaram este
triangulo sobre o plastico transparente e colaram a cartolina ao redor do prisma
(Figura 24).

Figura 24 - Construcao dos caleidoscépios

5 Concluséao

Sabe-se que existem diversas propostas metodologicas para o ensino de matematica
e, em particular, de geometria. Sendo assim, ndo se pode afirmar, sem a realizacdo de
estudos cientificos, que a aprendizagem efetiva ocorra sempre com a utilizacdo desta
ou daquela forma de ensino. Contudo, é importante propor e testar um leque imenso de
possibilidades para trabalhar com os alunos em sala de aula, utilizando recursos
didaticos e enfoques metodolégicos diferentes.

Ressalta-se a necessidade de elaborar atividades que favoregam o

desenvolvimento de estruturas l6gicas de pensamento, que tenham por resultado
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pratico o estabelecimento de condi¢cbes para aquisicdo de outros conhecimentos, 0s
quais podem colaborar para que os estudantes tomem decisdes conscientes.

Segundo a observacdo dos professores que realizaram o experimento descrito
neste artigo, o desenvolvimento do pensamento visual em sala de aula fez com que os
alunos tivessem uma percepc¢ao figurativa do que esta sendo ensinado, atribuindo
significado aos conceitos tido como puramente abstratos. Dessa forma, a utilizacdo da
visualizacdo no processo de aprendizado tem potencial para criar alicerces que
possibilitam uma melhor compreenséo de diferentes conceitos matematicos.

Junto com 0s processos visuais, a utilizagdo de tecnologias na educacao tem se
tornado um facilitador no processo de ensino-aprendizagem, pois dessa forma o aluno
pode construir e/ou manipular determinado experimento, fazendo comparagoes,
generalizagcbes, analises e formulando conjecturas, além de permitir o trabalho
colaborativo. Assim, promove-se a autonomia do aluno ao desenvolver sua
autoconfianga estimulando o seu interesse pala Matemética. Este artigo, portanto,
propde um ensino de forma dindmica, confrontando teoria e pratica.

Ao finalizar as sucessivas etapas das tarefas propostas, os professores condutores
das atividades perceberam que em cada uma delas o aluno atingiu um grau de
conhecimento efetivo e mais consistente. O conjunto de tarefas iniciais permitiu ao aluno
uma melhor compreensdo do conceito de simetria axial, o qual passa a ser por ele
apropriado, uma vez que ele pode participar ativamente na construcdo do
conhecimento, manipulando, os eixos de simetria ou as figuras simétricas.

Apds a segunda série de tarefas, o aluno tera percebido o que ocorre com as
reflexdes geradas por imagens posicionadas entre dois espelhos ndo paralelos e
formando um angulo menor do que 180°. Esta fase é crucial e o prepara para o terceiro
momento, de maior complexidade e abstracdo, que consiste na construcdo do conceito
de base geradora de uma pavimentagcdo. Apés esta atividade, os alunos participaram
de uma feira de matematica, na qual explicaram o que desenvolveram aos demais

colegas.

Referéncias

ALVES, Daniele S. P.. Pavimentacdes e caleidoscépios: uma experiéncia em sala
de aula. 98 f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Colégio Pedro Il. Pro-Reitoria de Pos-Graduacéo, Pesquisa, Extenséo e Cultura, Rio
de Janeiro, 2019.

AMADO, Nélia; SANCHEZ, Juan e PINTO, Jorge. A utilizacdo do Geogebra na
demonstracdo Matematica em sala de aula: o estudo da reta de Euler. BOLEMA —

60

o

Vol. 8, N°. 1, 2020, ISSN 2318-7492

%



Revista Brasileira de be

Expressao Grafica 6

Boletim de Educacdo Matemética. UNESP, Rio Claro, Vol. 29, n® 52, agosto/2015, pp
637 — 657.

BALDISSERA, Adelina. Pesquisa-agao: uma metodologia do “conhecer” e do
“agir” coletivo. Sociedade em Debate, Pelotas, Vol. 7, n. 2, p.5-25, agosto/2001.

BASTITELA, Fatima e SANTOS, Marli Regina dos. As pesquisas sobre a utilizagédo
de caleidoscopios e espelhos para o ensino de geometria no Brasil: de onde
vém, para onde vao? , VII CIBEM, Montevideo, Uruguai, set/2013.

BRASIL, Ministério da Educacédo e do Desporto. Pardmetros Curriculares Nacionais.
Brasilia. MEC/SEF, 1998.

. Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio. Ciéncias da
natureza, matematica e suas tecnologias. Secretaria de Educacao Bésica. Brasilia,
2006.

. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia. MEC, 2016.

DUVAL, Raymond. Representation, Vision and Visualization: Cognitive Functions
in athematical Thinking. Basic Issues for Learning. Proceedings of the Annual
Meeting of the North American Chapter of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education. México, outubro 1999.

. Registros de representacdo semidtica e funcionamento cognitivo da
compreensao em matemaética. In. MACHADO, S. D.A. (Org.). Aprendizagem em
matematica: registros de representacdo semidtica. Campinas: Papirus, 2003, p.11-33.

ENGEL, Guido Irineu. Pesquisa-a¢ao: Educar, Curitiba, Editora da UFPR, n. 16, p.181
—191, 2000.

GEELEN, D. Songs of Innocence and of Experience: Impressionist tales and secret
stories of live in classrooms. In: TAYLOR, P.; WALLACE, J. (Ed.). Qualitative
Research in Postmodern Times Exemplars for Science,Mathematics and
Technology Educators. New York: Springer, 2007, p. 139-148.

GOLDENBERG,; Paul. “Habitos de pensamento”: um principio organizador para o
curriculo. Educacédo e Matematica n° 48, 37-44, 1998.

GRAVINA, M. L.; SANTAROSA, L. M. A aprendizagem da matematica em
ambientes informatizados. In:IV Congresso RIBIE, Anais. Brasilia, 1998.

LOURENCO, M. T. C. O ensino de geometria através da pavimentacéo do plano.
120 f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Universidade Estadual Paulista. Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas, Sao
José do Rio Preto, 2014.

MALTEMPI, M. V. Construcionismo: pano de fundo para pesquisas em
informética aplicada a Educagdo Matematica. In: BICUDO, M. A. V.; BORBA, M. C.
(Org.). Educacdo Matematica: pesquisa em movimento. Sao Paulo: Cortez, 2004. p.
264-282.

61

o

Vol. 8, N°. 1, 2020, ISSN 2318-7492



Revista Brasileira de be

Expressao Grafica G

MARTINS, Renata Aparecida. Ensino-aprendizagem de geometria: uma proposta
fazendo uso de caleidoscopios, sélidos geométricos e softwares educacionais.
UEP, Rio Claro (SP), 2003.

MURARI, Claudemir. Pavimenta¢des do plano por poligonos regulares e
visualizac&o em caleidoscopios. X Encontro Nacional de Educagdo Matemética —
ENEM. Salvador — Bahia. SBEM - 2010.

. Experienciando Materiais Manipulativos para o Ensino e a Aprendizagem
da Matematica Bolema - Mathematics Education Bulletin, v. 25, n. 41, p. 187-211,
2011.

PENTEADO, M. G.; BORBA, M. de C. Informéatica e Educacdo Matematica. Belo
Horizonte: Auténtica, 2003.

62

o

Vol. 8, N°. 1, 2020, ISSN 2318-7492



